Errori di calcolo

a cura di Francesco Romani

Questo mese trattiamo un argomento che sta alla base della Ana-
lisi Numerica: la teoria della rappresentazione dei numeri e dei
conseguenti errori di calcolo. Come al solito la trattazione & solo
un antipasto; alcuni tempi verranno ripresi in puntate successive
e per chi volesse approfondire I'argomento, ottimi testi speciali-

stici sono citati in bibliografia.

Le rappresentazioni dei numeri

Non si possono comprendere i tipi e le cause degli errori nella
aritmetica del computer se prima non si studia come sono rap-
presentati | numeri. Le rappresentazioni possibili sono pratica-
mente infinite, vediamone le principali.

Numeri interi a precisione fissa

| numeri inten sono di solito rappresentati in binario su 2 0 4 by-
te. Cio implica che ¢'& un limite invalicabile al massimo numero
rappresentabile. Se si tenta di superarlo avviene un errore di
overflow che spesso sui computer attuali non & segnalato e
causa fastidiose "incomprensioni” come nel programma Pascal
che segue

program int,
var a4, | mteger;

begin

a = 16000;

for | = 1 to 3 do begin
writeln(a);
a:=a"*2;

end,

end.

Quando il ciclo for viene percorso per la terza volta il valore
a=32000 viene raddoppiato e si ottiene un numero negativo (in
questo esempio gli interi sono rappresentati su 2 byte e il mas-
simo numero rappresentabile supera di poco 32000).

16000

32000

-1536

Numeri interi a precisione illimitata

Memmorizzando gli interi in vettori di lunghezza arbitraria invece
che in parole di lunghezza fissa si evita il rischio di overflow a
scapito del tempo di elaborazione e di un'occupazione di me-
moria che pud divenire eccessiva. Mathematica passa automa-
ticamente a questo tipo di rappresentazione non appena | calco-
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li lo richiedano. Proviamo a calcolare il fattoriale di 200. (la barra
\ indica che il numero segue nella linea successival

Inf1]:=
200!

Out[1)=

788657867364790503552363213932185062\
2951359776871732632947425332443594)\
4996340334292030428401198462390417\
7212138919638830257642790242637105\
0619266249528299311134628572707633\
1723739698894392244562145166424025\
4033291864131227428294853277524242\
4075739032403212574055795686602260\
3190417032406235170085879617892222\
2789623703897374720000000000000000%
gooooooo000QOCOOOO0OO0OOOOOOOOOOOGOO

Numeri razionali a precisione illimitata

Con una coppia di interi a precisione illimitata si possono rap-
presentare tutti i numeri razionali. Mathematica offre tra I'altro
la funzione Rationalize che cerca il numero razionale piu vi-
cino ad un numero reale dato. Cerchiamo un’approssimazione
razionale di m con un errore minore di 1042,

In2]:=
Rationalize[N[Pi,40],104-40]

Outf2)=
265099323460521503743

84383735478118508040

Inf2]:=
N[%-Pi,50]

Out[2]=
-4.06672232 1041

Numeri reali a precisione fissa
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| numeri reali irrazionali (per esempio la radice quadrata di 2)
non ammettono rappresentazioni finite e sono quindi “tabu”
per ogni calcolatore. Quella che viene usata di solito & la rappre-
sentazione a virgola mobile (Fleating Pointi. Un numero floa-

ting point viene scritto come = b® m dove
® +vale +10-1, rappresenta il segno e sta in un bit;

® b e la base della rappresentazione (per esempio 2) e non
viene memorizzata;

® g e l'esponente a cul viene elevata la base, € un numero
relativo che rappresenta la posizione della virgola mobile
nella scrittura del numero in base b; e viene memorizzata
(per esempio in 7 bit);

® mé la mantissa: sono le cifre piu significative del numero
da rappresentare e viene memorizzata nei restanti byte
(per esempio 3 se il numero deve stare in 4 byte, 7 se de-
ve stare in 8).

Una volta scelta la rappresentazione, solo un sottoinsieme finito
di numeri razionali (detto insieme dei numeri di macchina) puo
essere rappresentato. Ogni altro numero reale viene approssi-
mato scrivendo un numero di macchina ad esso vicino. Cid im-
plica, tra I'altro, un curioso fenomeno: esistono numeri di mac-
china € tali che 1+ assume il valore 1. Il piu grande numero ¢
che soddisfa questa proprieta viene detto precisione di mac-
china.

Il seguente programma Pascal divide per due il contenuto della
variabile a finché non si trova un numero con la proprieta sopra
enunciata.

program real;
var a, b: real;
begin
a =0.000001;
repeat
writeln(a : 15);
b:=1+a;
a=al2
until b = 1;
end.

.000000e-6
.000000e-7
.500000e-7
.250000e-7
.250000e-8
.125000e-8

W o=

Il valore che si ottiene da un'idea del numero di cifre con cui
vengono fatti i calcoli. Sostituendo double al posto di real si ot-
tiens:

1.000000e-6

1.164153e-16
5.820766e-17
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Lo stesso calcolo si pud fare con Mathematica con |'operatore
FixedPoint usato per iterare una funzione pura fino a trovar-
ne un punto fisso.

In[3]:=

x=1.;

FixedPoint [(x=x/2.;1.+x)&, ];
x

Outl3)=
4.44089 10-1#8

Numeri reali a precisione illimitata

Anche per i numeri reali & possibile una memaorizzazione in vet-
tori che garantisce un numero illimitato di cifre di precisione. E
anche in questo caso la memoria g il tempo di elaborazione cre-
scono inesorabilmente.

Inf4]:=
N[Pi,200]

Outl4]=
3.1415926535897932384626433832795028\
8419716939937510582097494459230781\
6406286208998628034825342117067982\
1480865132823066470938446095505822\
3172535940812848111745028410270193%

B852110555964462294895493038196

Aritmetica degli intervalli

Si tratta di un tipo di aritmetica molto sofisticato: invece di un va-
lore approssimato di un numero reale si utilizza un intervallo che
lo contiene. Questo modo di procedere (anch’esso implementa-
to in Mathematica) permette di tenere sotto controllo in maniera
rigorosa gli errori di calcolo, a spese di un notevole tempo di ela-
borazione e di alcune difficolta matematiche non banali.

In[5]:=

a=Interval [{1.1, 1.2}];

b=Interval[{3.17, 3.175}];

Inf6]:=
a+b

Outl6l=
Interval[{4.27,

In[7]:=
ab

Out(7]=
Interval [{3.487, 3.81}]

In(8]:=

a-b

Outl8]=

Interval [{-2.075,

In{9]:=
a/b

Out(9]=
Interval [{0.346457,

4.375}]

=197}

0.378549}]
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Figura 1

Le cause di errore

Consideriamo una funzione f(x), un programma che la calcola in
un punto xg. Generalmente il risultato & affetto da tre tipi di erro-

r.

Errore inerente

La prima causa di errore & quella dovuta alla imprecisione dei
dati: se ad un programma per il calcolo della superficie di un ap-
partamento fornisco dati misurati a mano col metro (e quindi af-
fetti di un errore dell'ordine del centimetro) difficiimente riuscird
ad ottenere piu di due, tre cifre di precisione anche se il calcola-
tore internamente lavora con 16 cifre decimali. L'errore indotto
dalla imprecisione sui dati & detto errore inerente e la sua gran-
dezza dipende sia dalla imprecisione dei dati che dalla derivata
prima della funzione che dobbiamo calcolare,

In Figura 1 si vede come uno stesso errore di 0.2 sul dato (seg-
menti in blu sull'asse dell'ascissa) viene diversamente amplifi-
cato a seconda si debba calcolare un funzione crescente lenta-
mente (in verde) o molto velocemente (in rosso).

L'errore inerente non pud essere stimato fino a che non & nota
la (im)precisione dei dati In ingresso.

Errore analitico

Con un calcolatore in un tempo finito pud essere calcolata solo
una sequenza finita di operazioni aritmetiche (+, -, *, /), quindi i
programmi possono calcolare solo funzioni razionali. Se la fun-
zione che si deve calcolare non e esprimibile come risultato di
un numero finito di operazioni aritmetiche si deve approssima-
re il risultato, limitandosi a compiere un numero finito di opera-
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Figura 2

zioni. Nell'interrompere il calcolo ad un certo punto della som-
ma si commette un errore (detto di troncamento o analitico)
che di solito viene stimato con le tecniche della Analisi Mate-
matica.

Per esempio il “famigerato” algoritmo per calcolare la radice
quadrata che si imparava alle scuole medie inferiori non calcola
esattamente la radice quadrata di un numero ¢che non sia un
quadrato perfetto, ma solo una sua approssimazione.

Un altro esempio & dato dalla formula di Taylor per la funzione
seno:

5 2k+1

e AL S
sinx=x 3 +5!+...+( 1) (2k+l)!+'"

che puo essere facilmente calcolata con Mathematica, per
esempio con due termini;

Inf1]:=
sl=Normal [Series[Sin[x], {x,0,3}]1]

Outl1]=

53

X s
6

e con cinque

In[2]:=
s2=Normal [Series[Sin[x], {x,0,10}]]

out2]=
33 3 x7 %
x - —
6 120

362880

+ mm o m———

5040

La formula di Taylor approssima una funzione pericdica (il seno)
con dei polinomi, che periodici non sono di certo. E evidente
quindi che le funzioni approssimanti possono essere buone so-
lo in intervalli limitati. In Figura 2 sono disegnate nell'intervallo
[0,2x], la funzione seno (in nero), la sua approssimazione di Tay-
lor con 2 termini (in verde) e quella con 5 (in rosso).

Errore di arrotondamento

Un computer che esegue il programma numerico lavora di soli-
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Figura 3

to con un'aritmetica floating point a lunghezza finita prefissata
(4 0 8 byte per un numero reale approssimato) € quindi ogni
operazione & affetta da un errore di arrotondamento che di-
pende dalla lunghezza della rappresentazione usata. L'errore di
arrotondamento & casuale ma puo essere stimato con una cer-
ta sicurezza mediante tecniche molto raffinate. E importante
notare che 'errore di arrotondamento si propaga durante il cal-
colo secondo le regole dell’errore inerente, infatti i risultati di un
calcolo intermedio sono a tutti gli effetti | dati di ingresso dei
calcoli successivi.

Studiamo I'errore di arrotondamento nel calcolo del polinomio
(x-1)3(x-2) che attraversa I'asse delle ascisse nel punto x=1. Nel-
la Figura 3 & disegnato il grafico nell'intervallo [0.5,1.5]. Ingran-
diamo al “microscopio” questa figura intorno al punto x=1, (Fi-
gura 4). L'origine & centrata in 1, le ascisse sono amplificate di
un fattore 105 e le ordinate di un fattore 10'5; i 4 fotogrammi
ingrandiscono sempre di pit la parte centrale mostrando la
“grana” della funzioni. Poiché il nisultato deve essere un nume-
ro di macchina la funzione puo assumere solo valori discreti.

Un riassunto dei vari tipi di errore é essere illustrato nella Figu-
rab:

® |alinea verde rappresenta la funzione esatta f(x);

® La linea blu rappresenta la funzione razionale gix} che ap-
prossima analiticamente f(x);

® Lalinea rossa rappresenta la funzione g{x) + I'errore di arro-
tondamento dovuto all'algoritmo (la funzione é seghettata
per indicare che questo errore & casuale);

Le tre funzioni sono state artificiosamente separate per apprez-
zarne la differenza nella realta non sono distinguibili ad occhio
nudo (almeno se le cose vanno bene).

® |l punto verde in ascissa & il valore xg vero e |a linea tratteg-
giata verde conduce al valore corretto flxg) in ordinata; la Ii-
nea tratteggiata blu conduce al valore approssimato glxg) in
ordinata;

® |l punto rosso in ascissa € il valore x; dato in input al pro

gramma e la linea tratteggiata celeste conduce al valore
f(x4) in ordinata, la linea tratteggiata rosa conduce al valore
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alx;) in ordinata, la linea tratteggiata rossa conduce al valo-

re effettivamente calcolato dal programma tenendo conto
di tutti gli errori.

Catastrofi numeriche

Esiste I'ingenua credenza che basti lavorare con una certa preci-
sione (per esempio 10 cifre) per ottenere risultati con quella
precisione. Niente di piu falso: il numero di cifre esatte del risul-
tato puo essere stimato solo dopo un'accurata analisi matema-
tica del problema. Alcune volte i vari tipi di errore possono con-
giurare per farci ottenere risultati privi di ogni parentela con
guanto desiderato. Vediamo le tre possibilita piu significative.

Cancellazione

La sottrazione tra due quantita vicine tra loro cancella un gran-
de numero di cifre significative e il risultato puo essere zero, ot-
tenendo quindi un risultato privo di cifre esatte. Consideriamo
I'espressione seguente

In{1]:=
f[b_]:=1-8Sqrt[1+b~2]

che per b piccolo ottiene un valore piccolo come differenza di
due valori prossimi ad 1. Un calcolo diretto su numero di mac-
china produce cancellazione totale.

In[2]:=
£[10.+-8]

Out{2]=
0.

In[3]:=
N[£[10.+-8],30]

Outl3]=
0.

Il risultato giusto si pud ottenere lavorando con precisione infini-
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Figura 5

ta e pol chiedendo trenta cifre del risultato.

Inf4]:=
N[£[10--8],30]

Outl4]=
-5. 1017

La spiegazione é la seguente: il secondo addendo & molto vici-
noad 1 e se non ¢'é spazio viene trattato come 1,

Ini5]:=
N[sqrt[1+b~2],40]/.b->10+-8

Out[5]=
1.0000000000000000499999\
9999999999875

In questi casi & necessario cambiare algoritmo, per esempio
sviluppando in serie la funzione da calcolare e valutando la serie
in un intorno del punto b=0.

Inf6l:=
Series[l1-Sqrt[1+b+~2],{b,0,2}]

Out{6]=

=B

— + 0[b]?
9

P

Inf7]:=
f1[b ]:=-b*2/2
£1[10.~-8]

Outl8i=
-5, 10-17

Accumulo degli errori
Sommare tanti numeri piccoli ad un numero grosso pud essere
perfettamente inutile: si perde tutto! |l programma Pascal:

program accumulo;

var a, b: real,
I longint;
begin
300

Figura 6

=1
for i:= 1 to 25 do b:=b/2;
writeln(b:17);

a="1

for i:= 1 to 10000000 do
a:=a+b;

a:=a-1,

writeln(a - 15 : 9);

a.= U:

for i := 1 to 10000000 do
a=a+b,

writeln{a : 15: 9),

end.

Produce come uscita:
2.98023224e-8
0.000000000
0.298023224

Questo esperimento non sono riuscito a farlo in Mathematica
{probabilmente vi sono controlli speciali proprio per evitare que-
sto fenomeno).

Problemi stabili e instabili

In alcuni casi una piccolissima variazione dei dati di ingresso
produce nsultati completamente differenti (instabilita del pro-
blemal). || seguente esempio e tratto dal libro di Wagon Mathe-
matica in Action. Consideriamo la funzione £[x_] :=4.x(1-x)
e applichiamola 100 volte a se stessa partendo da 0 (linea blu) e
da 10719 (linea rossa). Nonostante |'estrema vicinanza dei due
punti di partenza dopo poco le due liste di valon sono totalmen-
te differenti (Figura 6). e
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