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La Dieta dei Dati
Una delle aree più eleganti dell'informatica è certamente la Teoria del/'Informazio~e.e

della Trasmissione, che oltre alle sue notevoli implicazioni teoriche, pone le basI di
molte applicazioni pratiche tra cui la compressione dei dati (la dieta. del titolo). ':Jo.n

esiste smanettone del computer che non sia un super-esperto del programmi di
compressione, usati sia per ricevere dati via modem (risparmia.ndo sulla bolletta), che

per archi viare (risparmiando dischetti e spazio sul/'HardDlsk!- Questo '!1.ese
introduciamo in modo elementare (naturalmente con Mathematlca) la codifica e la

compressione dei dati

di Francesco Romani

Codici e codifiche
Tutta l'informatica si basa sul concetto di codifica. Come tutti
sanno i calcolatori digitali trattano solo quantità binarie (tipica-
mente segnali elettrici di due tipi diversi a cui si associano le
cifre binarie O e 1) e tutti sanno anche che di lavorare con zen
e uni non interessa a nessuno o quasi. La chiave di volta di
tutto il sistema è che, con gruppi di cifre binarie, si possono
rappresentare numeri, lettere e qualsiasi altra cosa venga in
mente (immagini, suoni, realtà virtuale, etc.).
In questa chiacchierata, consideriamo il problema di codifica-
re in binario un simbolo espresso in un alfabeto (per esempio
{a,b,c,d}). Il processo avviene in due fasi:
1) si sceglie un insieme di k parole binarie detto cc.dice; .
2) si assegna in modo univoco una parola del codice ad ogni
simbolo dell'alfabeto.
È molto importante che una volta tradotto in binario il simbolo
sia ricostruibile senza ambiguità. Deve essere quindi possibi-
le raggruppare agevolmente le cifre binarie del messaggio
codificato per formare le parole del codice da cui si risale al
messaggio originario. Il modo più semplice per fare ciò è
quello di assegnare ad ogni simbolo da codificare un numero
fisso di cifre binarie.
Costruiamo la funzione Codice che assegna ad una lettera
una stringa binaria, e la funzione Codifica che converte
una stringa su {a,b,c,d} in una binaria, (ricordiamo che Cha-
racters rende la lista dei caratteri di una stringa).
In{1]:=
Codice ["a"] ="00";
Codice["b"]="Ol";
Codice["c"]="lO";
Codice["d"]="ll";
In{2}:=
Codifica [s_String] :=

StringJoin[
Map[Codice,Characters[s]]]

In{3}:=
rnessaggio=Codifica["abcbcd"]
Out{3}=
000110011011
La decodifica è ottenuta attraverso l'uso del Pattern Matching
e la ricorsione nelle definizioni di funzioni. I tre underscore U
dopo resto significano che quella variabile è composta da O
o più argomenti.
In{4}:=
Decode["O", "O",resto __ ] :=

StringJoin["a",Decode[resto]];
Decode["O", "l",resto __ ] :=

StringJoin["b",Decode[resto]];
Decode["l", "O",resto ]:=

StringJoin["c",Decode[resto]];
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Decode["l", "l",resto ]:=
StringJoin["d",Decode[resto]];
Decode[] :="";
Per decodificare una stringa di bit, si chiama Decode dando
come argomenti tutte le cifre binarie del messaggio
In{5}:=
DeCodifica[s String]:=

Decode@@Sequence[Characters[s]]
N.B. si noti l'uso di Sequence per trasformare una lista in
una sequenza, più brutalmente si potrebbe dire che vengono
tolte le parentesi graffe.
In{6}:=
DeCodifica[rnessaggio]
Out{6}=
abebed
Se si vogliono codificare tutte le lettere dell'alfabeto si devono
usare parole più lunghe di due bit. Ad esempio vediamo di
usare 7 bit del codice ASCII. ToCharacterCode trasforma
un carattere nella lista dei numeri corrispondenti alle sue pos-
sibili rappresentazioni e IntegerDigits ne dà le cifre in
una base a piacere.
In{7}:=
First[ToCharacterCode["z"]]
Out{7}=
122
In{B}:=
IntegerDigits[%,2]
Out{B}=
{l, l, l, l, O, l, 01
Otteniamo sette cifre perché 122 ammette una rappresenta-
zione a 7 bit se avessimo provato con il blank avremmo otte-
nuto meno cifre e con certi caratteri speciali ne avremmo ot-
tenute otto. A noi però interessano le lettere da "a" a "z" che
vanno da 97 a 122 e otteniamo sempre 7 bit. La nuova defi-
nizione di Codice è semplice e facciamo in modo di ricorda-
re i valori calcolati per accelerare l'esecuzione.
In{9}:=
Clear[Codice];
Codice[x ] :=Codice[x]=

StringJoin[
Map[ToString,

IntegerDigits[
First[ToCharacterCode[x]] ,2]]]

La definizione di Decode è un po' più involuta: bisogna defini-
re Decode per tutti i numeri da 97 a 122 e usare FrornCha-
racterCode che trasforma un numero in un caratere.
In{10}:=
Clear[Decode];

Decode []="" ;
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Do [Decode [
SequenCe@@Map[

ToString,IntegerDigits[x,2]],
resto __ ] :=

Evaluate[StringJoin[
FrornCharacterCode[x] ,Decode[resto]]] ,

{x,97,122}]
Una volta definiti Codice e Decode le funzioni Codifica e
la Decodifica rimangono le stesse.
In[11 ]:=
Testo="precipitevolissirnevolrnente"
Out[11]=
precipitevolissimevolmente
In[12]:=
rnessaggio=Codifica[Testo]
Out[12]=
1110000111001011001011100011110100111\

10000110100111101001100101111011011\
01111110110011010011110011111001111\
01001110110111001011110110110111111\
01100110110111001011101110111010011\
00101

In[13]:=
StringLength[rnessaggio]
Out[13]=
182
In[14]:=
DeCodifica[rnessaggio]
Out[14]=
precipitevolissimevolmente

Codici istantanei

Il metodo di codifica con parole della stessa lunghezza è il
piu semplice ma non è certo l'unico possibile. In genere si
preferisce attribuire codifiche più corte ai simboli di uso più
frequente. Esempi comuni di questa tecnica sono l'alfabeto
Morse (controllare per credere) e i numeri telefonici. Si attri-
buiscono numeri brevi ai pubblici servizi (12, 113, 187) e ai
centralini dei grandi enti; i numeri delle città più lontane si co-
struiscono con lunghe sequenze di prefissi (ad esempio il
numero 0081-958-4363-3810 potrebbe corrispondere all'in-
terno 3810 di una ditta di Nagasaki).
La caratteristica essenziale richiesta ad un codice con paro-
le di lunghezza diversa è di essere univocamente decifrabi-
le. Anche in questo caso, cioè bisogna poter raggruppare
agevolmente le cifre binarie del messagio codificato, per
formare le parole del codice da cui risalire al messaggio ori-
ginario.
Il modo più semplice di fare ciò è imporre che nessuna parola
del codice sia prefisso di un'altra. Ciò vale per i numeri telefo-
nici e permette la agevole selezione del numero chiamato in-
stradando la chiamata e lasciando ai selettori remoti il compi-
to di decodificare il resto del codice (nell'esempio precedente
dopo il prefisso 0081 internazionale il resto del numero va in
Giappone e la centrale giapponese manda a Nagasaki il
4363-3810). Un codice con questa caratteristica si dice
Istantaneo.
Vediamo come codificare le lettere {a,b,c,d} con un codice
istantaneo a lunghezza variabile formato dalle parole
{1 ,01 ,001 ,OOO}.
In[15]:=
Clear[Codice];
Codice["a"]="l";
Codice["b"]="Ol";
Codice["c"]="OOl";
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Codice["d"]="OOO";
Il programma di codifica non cambia.
In[16]:=
rnessaggio=Codifica["ababab"]
Out[16]=
101101101
La definizione ricorsiva di Decode che sembrava così com-
plicata, ha però il vantaggio di funzionare anche con i codici a
lunghezza variabile (purché istantanei). I lettori possono di-
mostrare matematicamente questo fatto per induzione (oppu-
re fidarsi di me).
In[17]:=
Clear[Decode];

Decode[] :="";

Decode["l",resto __ ] :=
StringJoin ["a",Decode [resto]];

Decode["O", "1", resto ]:=
StringJoin["b",Decode[resto]];

Decode["O", "O", "l",resto __ ] :=
StringJoin["c",Decode[resto]];

Decode["O", "O", "O",resto __ ] :=
StringJoin ["d",Decode [resto]] ;

In[18]:=
DeCodifica[rnessaggio]
Out[18]=
ababab

Codifica ottimale
Se per un codice di k parole è definita una distribuzione di
probabilità P1' P2' ... , Pk allora si può misurare la lunghezza
media del codice:

k

r = IlcilPi
i=l

dove IC'II è la,lunghezza della parola associata al simbolo di
probabi ità Pi.E ovvia ora la convenienza di assegnare le pa-
role di codice più corte ai simboli più probabili, ma la soluzio-
ne ottimale al problema della codifica è tutt'altro che eviden-
te.
Il problema può essere inquadrato in una teoria di fondamen-
tale importanza per l'informatica sia teorica che applicata e
viene risolto in modo molto elegante ma che non possamo
trattare in dettaglio in questa sede. Esiste un interessante al-
goritmo, dovuto a Huffman, che, data un insieme di simboli
con una assegnata distribuzione di probabilità, permette di
trovare una scelta delle parole di codice ottimale da punto di
vista della lunghezza m.edia.
Codifica di Huffman E data una distribuzione di probabilità
{P1' P2' ... , Pk} e si suppone P1 ~ P2 ~ ... ~ Pk' Le due parole
più lunghe del codice che verrà generato saranno associate
a P1 e P2' Usiamo un bit per distinguere tra i due eventi e
consideriamo l'evento "accade P1 o P2". Tale evento ha pro-
babilità P1+P2 e e l'insieme {P1+P2' P3' ... , Pk} è ancora una
distribuzione di k-1 probabilità. In pratica si considerano i k
eventi elementari come k alberi formati dalla sola radice.
Ogni volta che i due eventi meno probabili vengono raggrup-
pati, l'evento risultante è un albero formato da un nodo e dai
due sottoalberi relativi agli eventi che vengono raggruppati.
Iterando il procedimento si ottiene un unico albero binario a
cui è associato un codice istantaneo completo. Si può dimo-
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strare che tale codice ha una lunghezza media minore di:
k

- LPJlog2 Pi l
i=1

e che, inoltre, non è possibile trovare un codice con lunghez-
za media inferiore.
Un'efficiente implementazione di questo algoritmo si può rea-
lizzare (in C o in Pascal) utilizzando una coda a priorità rea-
lizzata con un heap di alberi binari
In Mathematica si può implementare una coda a priorità in
modo non eccessivamente efficiente ma molto semplice. La
coda è una lista di liste tenute in ordine di priorità crescente.
OutQueue rende la coppia formata dal primo elemento della
lista e dal resto della medesima. InQueue inserisce un ele-
mento nella lista mantenendola in ordine crescente.
In[1]:=
OutQueue[Queue_] :=

{First[Queue],Rest[Queue]};
InQueue[Queue_,Item_] :=

Union[Queue, {Item}];
Prepariamo una lista dei simboli da codificare con anteposte
le loro probabilità in ordine crescente.
In[2]:=
ff={{O.l,"a"},

{O.l,"b"},
{O.2,"c"},
{O.6,"d"}};

Costruiamo la coda iniziale inserendo davanti ai simboli la
stringa vuota.
In[3]:=
Q=Map [{# [[l]],{{"" ,# [[2]]}}}&, ff] ;
InputForm[Q]
Out[3]=
{ {O .1, {{ "", "a"}}},

{O. 1, {{ "", "b"}}},
{0.2, {{ "", "c"}}},
{0.6, {{ "", "d"}}}}

Le funzioni addO e addl prepongono rispettivamente uno "O"
e un "1" al codice.
In[4]:=
addO[a ] :={StringJoin["O",a[[l]]],

- a[[2]]};
addl[a ] :={StringJoin["l",a[[l]]],

- a[[2]]};
La funzione join unisce due liste di simboli distinguendo la
prima con uno O e la seconda con un 1 e sommando le relati-
ve probabilità ..
In[5]:=
join[a_,b_]:= {al [l]]+b[ [l]],

Union[Map[addO,a[[2]]],
Map[addl,b[[2]]]]}

Il programma huffmann estrae i due elementi con probabi-
lità più piccola li unisce e rimette dentro il risultato prose-
guendo finché la coda contiene un solo elemento
In[6]:=
huffmann:=

Do[{a,Q}=OutQueue[Q];
{b,Q}=OutQueue[Q];
Q=InQueue[Q,join[a,b]],

{Length[Q]-l}]
Eseguiamo l'operazione e vediamo il risultato.
In[?]:=
huffmann
In[B]:=
Q
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Out[B]=
{{l., {{OOO, a}, {001, b), {01, c}, {l, d)}}}
Estraiamo la lista dei codici
In[9]:=
cod=Sort[Transpose[Reverse[

Transpose[Q[[1,2]]]]]]
Out[9]=
{{a, l}, {b, 001}, {c, 01}, {d, OOO}}
e organizziamo nello stesso modo la lista delle probabilità.
In[10]:=
prob=Sort[Transpose[Reverse[Transpose[ff]]]]
Out[10]=
{{a, 0.6}, {b, O.l}, {c, 0.2}, {d, O.l}}
Con un prodotto scalare si calcola la lunghezza media.
In[11]:=
Map[StringLength[#[[2]]]&,cod] .

Map[#[[2]]&,prob]
Out[11]=
1.6
Come si vede si è scesi a 1.6 rispetto al valore 2 che avrem-
mo avuto con una codifica a lunghezza fissa su 2 bit.

Codifica per /'italiano
Ora siamo pronti ad applicare questa tecnica per codificare le
parole italiane. Come primo passo bisogna procurarsi una li-
sta delle probabilità di occorrenza delle singole lettere. L'uni-
ca strada pratica è quella di contare le frequenze delle occor-
renze su un campione di testo (possibilmente molto vasto e
articolato). Tanto per fare un esempio prendiamo la forma
ASCII del primo articolo che ho scritto per MC (n 125 gennaio
1993), lo stesso file usato nel n. 130 per contare le fequenze
delle parole). Leggiamo la lista delle parole e la trasformiamo
in una lista di caratteri.
In[1]:=
lista=ReadList ["MC1. txt" ,String] ;
Short[lista]
Out[1]=
{Mathematiea, Un, «1830», costosa}
Ricordo che Short [... ] scrive una lunga espressione in
un sola riga indicando tra parentesi doppie angolate « » il
numero di elementi tralasciati.
Selezionamo solo le lettere e le convertiamo in minuscole
In[2]:=
lc=Flatten[Map[Characters,lista]];
ll=Map[ToLowerCase,Select[lc,LetterQ]];
Short[ll]
Out[2]=
{m,a,t,h,e,m,a,t,i,«9950»,t,o,s,a}
Il programma che conta le frequenze delle lettere è molto si-
mile a quello che contava la frequenza delle parole visto nel
n.130
In{3]:=

Contalettere[ll_] :=Module[{lettere,lungh},
lettere=Union[ll];
lungh=Length[ll];
Sort[Transpose[

{Map[N[Count[ll,#]/lungh]&,lettere],
lettere}]]];

Il risultato è una lista di coppie, {frequenza relativa, lettera}.
In[4]:=
ff=Contalettere[lc]
Out[4]=
{{0.000401485, x}, {0.000501857, y},

{0.00100371, k}, {0.00190706, w},
{0.0028104, q}, {0.00993677, b),
{0.0104386, v}, {0.0111412, h},
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{O.0123457, z}, {O.0128475, f},
{O.0174646, g}, {O.0311151, u},
{0.0328214, dI, {0.0365352, p},
{0.0411523, m}, {O.0443641, c},
{0.0537991, sI, {0.0552043, l},
{0.0612265, r}, {0.0662451, n},
{0.0734718, t}, {O.0818027, o},
{0.0982636, a}, {0.118237, e},
{0.124962, i}}

Applichiamo l'agoritmo di Huffmann e otteniamo il codice.
In[5}:=
Q=Map [{# [ [1 J J , { { "" , # [ [2 J J } } } &, ff] ;
huffmann
In[6}:=
cod=Sort[Transpose[
Reverse[Transpose[Q[[1,2]]]]]]

Out[6}=
{{a, OOO},

{b, 1100001},
{c, 11111},
{d, 10101},
{e,OlI} ,
{f, 001011},
{g, 110001},
{h, 001001},
{i, 100},
{k,1100000111},
{l, 0100},
{m, 11110},
{n, 1011},
{o, 1110},
{p, 11001},
{q, 11000000},
{r, 0101},
{s, 0011},
{t, 1101},
{u, 10100},
{v,001000},
{w, 110000010},
{x, 11000001100},
{y, 11000001101},
{z, 001010}}

Organizziamo nello stesso modo la lista delle probabilità.
In[l}:=
prob=Sort[Transpose[Reverse[Transpose[ffJ]]]
Out[l}= .
{{a, 0.0982636}, {b, 0.00993677},

{c, 0.0443641}, {d, 0.0328214},
{e, 0.118237}, {f, 0.0128475},
{g, 0.0174646}, {h, 0.0111412},
{i, 0.124962}, {k, 0.00100371},
{l, 0.0552043}, {m, 0.0411523},
{n, 0.0662451}, {o, 0.081B027},
{p, 0.0365352}, {q, 0.0028104},
{r, 0.0612265}, {s, 0.0537991},
{t, 0.0734718}, {u, 0.0311151},
{v, 0.0104386}, {w, 0.00190706},
{x, 0.000401485}, {y, 0.000501857},
{z,0.0123457}}

E calcoliamo la lunghezza media.
In[B}:=
Map[StrinqLength[#[[2]]]&,cod] .
Map[#[[2J]&,prob]

Out[B}=
4.03593
Rispetto ai 5 caratteri per lettera di una codifica a lunghezza
fissa su 5 bit abbiamo risparmiato circa un bit per lettera.
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Creiamo la funzioni Codice
In[9}:=
Clear[CodiceJ;

Scan[SetDelayed[Codice[#[[2JJJ,
Evaluate[#[[lJ]J]&,Q[[1,2]J]

In[10}:=
?Codice
Global'Codice
Codice["a"] .- "000"
Codice ["b"] "1100001"
Codice["c"] .- "11111"
Codice ["d"] "10101"
Codice ["e"] .= "OlI"

Codice ["w"] .- "110000010"
Codice ["x"] "11000001100"
Codice ["y"] "11000001101"
Codice["z"] "001010"
E codifichiamo "precipitevolissimevolmente"
In[11}:=
messaqqio=Codifica[

"precipitevolissimevolmente"]
Out[11}=
110010101011111111001100110\
011010110010001110010010000\
110011100111100110010001110\
01001111001110111101011
In[12}:=
StrinqLength[%J
Out[12}=
104
Abiamo usato 104 bit contro i 182 del codice ASCII a 7 bit. La
decodifica procede nello stesso modo
In[13}:=
Clear[Decode];
Decode []="";
Scan[SetDelayed[
Decode[Sequence@@

Characters[#[[l]J],resto ],
Evaluate[StrinqJoin[#[[2]],

Decode[resto]J]J&,Q[[1,2]]]
In[14}:=
?Decode
Global'Decode
Decode []=""
Decode["O","O","O",resto ]:=

StringJoin["a",Decode[resto]]
Decode ["O", "0", "1", "0","0", "0", resto_J:=

StringJoin["v",Decode[resto]]

Decode ["1/1, "1", "1", "1", fiO", resto_J :=
StringJoin["m",Decode[resto]]

Decode ["l", "1", "l", "1", "1", resto_J :=
StringJoin["c",Decode[resto]]

In[15}:=
DeCodifica[messaqqio]
Out[15}=
precipitevolissimevolmente
Come si può facilmente immaginare, il problema principale di
questo metodo di compressione è che le frequenze di occor-
renza dei caratteri sono spesso sconosciute o ben lontane da
quello che la teoria prevede. In una prossima puntata vedre-
mo altri metodi, più adatti ad un uso pratico, che vengono ef-
fettivamente implementati nei programmi di compressione.

{;:J?,
Francesco Romani è raggiungibile tramite Internet all'indirizzo romani@di.unipi.it
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essere faCilmente uffllzzaff anche nello sonortzzozlone profe~onale delle vostre applicazioni
multimedloli e fomlre le IcIeali colonne sonore per filmaff e sequenze In computer gratlca. Gli esclusM
prodotti del Virtual Audio Project sono offerti do Cyberfracks Records, etichetta discograflca del gruppo

Novaero, solo su CD Audio.

Virtual Audio Project
Il primo team intemozJonole che riunisce I mlglioli composiforl eIeltlonlcl. spertmentatorl e
plOgrommatori di computers per realizzare innovativl e stimolonff omblenff sonort uffllzzobill anche per

applicazioni mulllmedioli e oppllcozlonllmmersive di Reano' Virtuale.

CYBERTRACKS Records e' presente a:

S'M~ •."
ru.•.,,,L •.•,, 'I(~.

Milano· 15/19 SeI 94

Realtà Virtuale Expò
LogiCi C Sogno, pac;apiKbMagladd 21" &:con

Roma • 29 SeI/ 2 Olt 94

~oo~n~
TRACCE INEDITE

AUDIO CD IDIDIDI

ACQUISTO SINGOLO
Acquisto di uno Opiu' numeri completi di relativo Virtual Book • L. 24 900

ciascuno + 2.800 per spese dI specbzlone.

ABBONAMENTO ANNUALE (6 NUMERI).
• Sconto 25 % sul pr8UO dei 6 numeri

• Spedizioni postali gratuite.
- Ulteriore sconto 10 % suJr.cquisto delle succesSl've produzioni

non comprese nell'abbonamento.

Music far Virtual application
HI-TECHElectronic Music

Virtual Reality
Multimedia

intestato a Novaera Ed.•. a.s.della Banca

eart8 di Credito I Crecltt e.rd .

Rlcevero' il rn8terlale in contrassegno postale

Allego ricevuta del verlllmento tul c/c postale n· 10223618 intestato a Novaera Ed. s.a.•.

: VIA/ADDRESS _

Addebitate l'importo .ulla mia Carta di Credito: (=-:.: ~::;r .•-:: complew)
Noi I I I I I I I I I I I I I I I I
:~a~..I I I I I I I ~==.C::':',,=.:'"..=''::'--

o'

CinA' I CITY PROV/STATE

CAP IZIP ~ TEL./PHONE _

:, "'_'''pagomento:
I I I
12 !81 O I O I : O AJ~o a'segno/chequa n" ------- di L.

=':0: NOVAERAS.O.S .• C.P. 88·61100 PESARO· ITALY

.L.ITOTALE DELL'ORDINE ...

••••••••••••••• i 0.0 ••

lau.ntiUl1Ipreaoun ••.•tIoU PreuoTomle • NAME

a

."'.
l'abbonamento dovra' partire dal eD n.l.Q.LJ L.1111 12 I O IO I O I

ABBONAMENTOANNUALE: n.6 eD + n.6 Books
SConto 25% - Spese postCiI grotute - Uhenote sconto 10% su produzioni fto1 abbOnamento

Italia ed Europa : L. 112.000 Tutto compreso.
The world : L. 112.000 + L.10.000 per contributo spese di spedizione.

"MINO CONTACT" ·Issue 01 W L. 24.900 I~~_~~
"ACCELERATION" ·Issue 02 W ~ I~~~~~

W L.24.900 I~~~~
W L.24.9001

CondluCoIiUOpel"PQ'ctI.p!dWon! 1",,1la M Europa) L.I

B

I
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