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Equazioni Differenziali
ed Equazioni alle Differenze

Lo studio delle equazioni differenziali rappresenta uno dei settori più importanti e
difficili della Matematica. Non è certo questa la sede per una trattazione adeguata
dell'argomento, ma un linguaggio della potenza di Mathematica permette anche ai

principianti di iniziare l'esplorazione dei problemi più difficili. Per la delicatezza degli
argomenti trattati si consiglia comunque la lettura di ciò che segue ad un pubblico

maturo (la maturità scientifica dovrebbe bastare).
(P.S. scusate l'humour ma lo faccio per alleggerire il mattone).

di Francesco Romani
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In[5]:=
Plot[Evaluate[Table[sol[t]/.

{C[l]->c},{c,O.S,S,O.S}]],
{t,O,1.4}, PlotRange->{O,S}]i

Si ottiene una famiglia di esponenziali, (vedi Figura 1) e la
costante c[1] rappresenta il valore assunto dalla soluzione
nel punto x=O.

Cambiamo equazione, stavolta cerchiamo le curve y(x) tali
che la derivata y'(x) sia uguale a 2 y(x)/x
In[6]:=

OSolve[y'[x] == 2y[x]/x, y[x], Xli
sol[x_]:=Evaluate[(y[x]/.%)[[l]]]
sol[t]

Out[6]=
2

t C[ 1]
Guarda caso otteniamo una famiglia di parabole (Figura 2).
In[7]:=

Plot[Evaluate[Table[sol[t]/.
{C[l]->c},{c,O.S,S,O.S}]],

Equazioni Differenziali Ordinarie

y'=y
Diamo per scontato che tutti sappiamo che cosa è una deri-
vata. Il primo problema che affrontiamo è la ricerca di una
funzione y(x) che sia uguale alla propra derivata, ovvero che
soddisfi l'equazione y'=y (una equazione di questo tipo si dice
Equazione Differenziale Ordinaria). Mathematica offre la rou-
tine 0501 ve che accetta nell'ordine l'equazione, la funzione
incognita e la variabile indipendente e prova a trovare una so-
luzione. Il risultato, se va tutto bene, è una regola di riscrittu-
ra che sostituisce a y [x] la soluzione generale della equa-
zione data.
In[1]:=

OSolve[y'[x] y[x], y[x], x]
Out[1]=

x
{{y[x] -> E C[l]}}

Per definire la funzione soluzione usiamo il trucco visto nella
puntata scorsa.
In[2]:=

sol[x_]:=Evaluate[(y[x]/.%)[[l]]]
In[3]:=

sol [t]
Out[3]=

t
E C[ 1]

Si scopre che la soluzione proposta è la funzione esponen-
ziale e la verifica è così semplice che non c'è bisogno di farla
con Mathematica. Si vede anche che la soluzione dipende da
una costante indicata con C[l] per ogni valore della quale si
ottiene una specifica funzione che è ancora soluzione della
equazione data. Abbiamo così scoperto che una equazione
differenziale definisce non una funzione ma una famiglia di
funzioni. Proviamo a disegnarne qualche elemento della fami-
glia.

In[4]:=
Table[sol[t]/.{C[1]->c},{c,O,1,O.2}]

Out[4]=

5

4

3

2

1

O

y'= 2y/x
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{t,-2,2}, PlotRange->{O,S}]i

In[10]:=
DSolve[ y"[x] + y[x] + l == 0, y[x], x]

Out[10]=
{{y[x] -> -1 + C[2] Cos[x] - C[I] Sin[x]}}

-2 -1 o 1 2

Condizioni iniziali
Un primo modo per fissare una sola soluzione è quello di sta-
bilire il valore iniziale (ovvero per x=O) della funzione e della
sua derivata. DSol ve permette di specificare i valori iniziali e
automaticamente assegna i valori giusti alle costanti.
In[11 ]:=

DSolve[ {y"[x] + y[x] + 1 == 0,
y[O]==l,
y' [O] ==O}, Y [x], x]

Out[11]=
{{y[x] -> -1 + 2 Cos[x]}}

In[12]:=
u[x_]:=Evaluate[Simplify[y[x]/.%[[l]]]]i
u[x]

Out[12]=
-1 + 2 Cos[x]

y'= - x y

Cambiamo ancora equazione, cerchiamo le curve y(x) tali
che la derivata y'(x) sia uguale a - x y(x)
In[8]:=

DSolve[y' [x] == - x y[x], y[x], Xli
sol[x_]:=Evaluate[(y[x]/.%)[[l]]]
sol [t]

Out[8]=
C[ 1]

t2/2
E

In[9]:=
Plot[Evaluate[Table[sol[t]/.

{C[l]->c},{c,o.S,S,o.S}]],
{t,-2,2}, PlotRange->{O,S}]i

Otteniamo una famiglia di curve gaussiane (a campana) (Fi-
gura 3).

Condizioni al contorno
Un secondo modo per fissare una soluzione è quello di stabi-
lire il valore della funzione in due punti. In un certo senso
questo è il problema centrale della Artiglieria: si sa dove è il
cannone e dove si vuole colpire, si tratta di trovare la traietto-
ria giusta (l'esempio è meno cretino di quanto sembra a pri-
ma vista perché la traiettoria di un proiettile è davvero la solu-
zione di una equazione differenziale). DSolve permette di
specificare i valori al contorno e automaticamente assegna i
valori giusti alle costanti.
In[13]:=

DSolve[ {y"[x] + y[x] + 1 == 0,
y[O]==l,
y[Pi/2]==1}, y[x], Xli

U[X_]:=Evaluate[Simplify[y[x]/.%[[l]]]]i
u[x]

Out[13]=
-1 + 2 Cos[x] + 2 Sin[x]

Secondo ordine a coefficienti costanti
Una equazione più complicata coinvolge la derivata seconda
e la derivata prima: la soluzione dipende da due costanti.

-2 -1 o 1 2

Un caso più generale
Quella che segue è la più generale equazione differenziale li-
neare del secondo ordine a coefficienti costanti.
In[14]:=

DSolve[y"[x]+a y'[x]+b y[x]+c == O,y[x],x]
Out[14]=

{{y[x] ->

c ((-a-Sqrt[a2-4 b])x)/2
-(-l + E c[1] +

b

((-a+Sqrt[a2-4 b])x)/2
E C[2])}

Si vede che la soluzione è data da due esponenzali che di-
pendono dalle soluzioni di un'equazione di secondo grado.

Se scegliamo a=O e b=c=k2, abbiamo radici complesse co-
niugate e la soluzione diviene un bel pasticcio.
In[15]:=

DSolve[{y"[x] + kA2 y[x] + kA2 == 0,
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-1 + ----------------------- +
2 I b

-1 + E

y[O]==O,
y[l]==l}, y[x], x];

u[x_]:=Evaluate[Simplify[y[x]/.%[[l]]]];
u[x]

Out[15]=

2 I b
-1 + E

Per semplificare questa espressione bisognerebbe conoscere
e sapere usare bene la relazioni che legano gli esponenziali

complesse alle funzioni trigonometriche (ei6 = cos 8 + i sin 8) .
Il package Algebra' Trigonometry' contiene la funzione
ComplexToTrig che prova proprio a trasformare un'espres-
sione complessa in una reale usando le funzioni trigonometri-
che.
In[16]:=

«"Algebra'Trigonometry'"
In[I?]:=

Simplify[ComplexToTrig[u[x]]]
Out[I?]=

Csc[b] (-Sin[b] + 2 Sin[b x] + Sin[b - b x])
Per la cronaca Csc [x] indica la cosecante ovvero l'inverso
del seno.
In[18]:=

l/Sin[x]
Out[18]=

Csc[x]

-I b(-1+x)
E

(-1 + Sqrt[5])

2 C[ 1]
- E

Sqrt[5] n
- -----)

2

In[2]:=
sOl=RSolve[{a[n]-a[n-l]==a[n-2]/;n>1,

a[O]==a[l]==l}, a[n], n];
In[3]:=

f[n_]:=Evaluate[Simplify[a[n]/.sol[[l]]]];
f[n]

Out[3]=
1

(-
2

u[x]
Out[21]=

2 x
E

Equazioni alle Differenze
L'equivalente discreto delle equazioni diffrenziali sono le
equazioni alle differenze, ovvero equazioni che legano i valori
assunti da una sequenza discreta. Il caso più noto tra gli
informatici è l'equazione ricorrente Fo=O, F1=1, Fn=Fn-1+Fn-2'
n>1 che genera i numeri di Fibonacci. Proviamola a risolvere
con RSolve (l'equivalente discreto di oSolve).
In[1]:=

«"OiscreteMath'RSolve'"

2x 2C[1]
E + E

Ovviamente ci sono equazioni che neanche il pacchetto
rinforzato riesce a risolvere e ve ne sono molte per cui una
soluzione in forma elementare non esiste e bisogna ricorrere
a funzioni speciali, sviluppi in serie o alla soluzione numerica
diretta, ma questa è un'altra storia ...

I b
(-2+E )

I b
(-1+2 E )

I b x
E

Solve[x + ----------- - --------------

C[l], y[x]]
Il risultato è una equazione trascendente che Mathematica
non sa risolvere. Conviene allora provare con il package
Calculus' OSol ve' che contiene un insieme di algoritmi di
rinforzo.
In[20]:=

«"Calculus'OSolve'"
In[21]:=

OSolve[ y'[x] == l-y[x]A2, y[x], x]
u[x_]:=Evaluate[Simplify[y[x]/.%[[l]]]];

Casi più complicati
Esistono ovviamente equazioni che OSolve non riesce a ri-
solvere.
In[19]:=

OSolve[y'[x] == l_y[x]A2, y[x], x]
Solve: :tdep:

The equations appear to involve
transcendental functions of the
variables in an essentially
non-algebraic way.

Out[19]=
Log[ l-y[x]]

2

Log[ 1+y[x]]

2

+
2 Sqrt[5]

1 Sqrt[5] n
(- + --l (1 + Sqrt[5])

2 2

2 Sqrt[5]
In[4j:=

N[f[n] ]
0.276393 (-0.6lB034)n + 0.723607 1.6lB03n

Si ottiene una strana porcheria che consiste in due esponen-
ziali uno dei quali tende a zero con n che va all'infinito mentre
l'altro cresce indefinitamente. Tabuliamo i primi 10 valori della
soluzione. Guarda caso i loro valori numerici approssimati so-
no i numeri di Fibonacci.
In[5]:=

risultati=Table[f[n],{n,lO}];
In[6]:=

N[risultati]
Out[6]=

{l., 2., 3., 5., B., 13., 21., 34., 55., B9.}
Non c'è trucco! Non c'è inganno! Sono proprio i numeri di Fi-
bonacci anche se invece del calcolo numerico usiamo la
semplificazione algebrica.
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In[7]:=
Simp1ify[risu1tati]

Out[7]=
{l, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89}

Vediamo un altro marchingegno che si può applicare ad una
equazione alle differenze: la ricerca di una funzione continua
di una variabile x la cui serie di Taylor abbia come coefficienti
la sequenza che risolve l'equazione data. Una simile funzione
si dice funzione generatrice della sequenza. Mathematica of-
fre la funzione GeneratingFunction che oltre ai parametri
di RSo1ve riceve la variabile in cui si vuole il risultato.
In[B]:=

GeneratingFunction[
{a[n] - a[n-l] == a[n-2] l; n>=2,

a [ O] == a [1] == l}, a [ n], n , z]
Out[B]=

1
{{-------}}

1 - z - z2
Una rapida verifica mostra che è tutto a posto.
In[9]:=

Series[%[[I,I]],{z,O,IO}]
Out[9]=

1 + z + 2z2 + 3z3 + 5z4 + 8z5 + 13z6 + 21z7

+ 34z8 +55 z9 + 89z10 + O[zll]
Un altro modo di trovare la stessa funzione generatrice è cer-
care la somma simbolica della serie di Taylor che ha come
coefficienti una sequenza data.
In[10]:=

Simp1ify[PowerSum[f[n], {z, n, O}]]
Out[10]=

1

1 - z - z2
Tanto per esplorare ancora un poco vediamo alcune altre
equazioni alle differenze con la soluzione generale, e la fun-
zione generatrice. Prendiamo prima una equazione alle diffe-
renze con la soluzione ovvia an = 1.

In[11 ]:=
RSo1ve[{(a[n] - a[n-l] == 0)/; n>O,

arO] == l}, a[n], n]
Out[11]=

{ {a [n] -> l}}

In[12]:=
GeneratingFunction[

298

{(a[n] - a[n-l] == 0)/; n>O,
arO] == l}, a[n], n, z]

Out[12]=
1

{{-------}}
1 - z

In[13]:=
Series[%[[I,I]],{z,O,S}]

Out[13]=
1+z+z2+z3+z4+z5+O[z6]

In[14]:=
PowerSum[l, {z, n, O}]

Out[14]=
1

1 - z
Vediamo ora una equazione alle differenze con la soluzione

an=n.
In[15]:=

RSo1ve[{(a[n] - a[n-l] == 1)/; n>O,
a[ O] == O}, a [n], n]

Out[15]=
{ {a [ n] -> n}}

In[16]:=
GeneratingFunction[

{(a[n] - a[n-l] == 1)/; n>O,
a [ O] == O}, a [n], n , z]

Out[16]=
z

{{-------}}
(-1 + z)2

In[17]:=
Series[%[[I,I]],{z,O,S}]

Out[17]=
z+2z2+3z3+4z4+5z5+0[z6]

In[1B]:=
PowerSum[n , {z, n, O}]

Out[1B]=
z

(-1 + z)2
I (felici) possessori di una copia di Mathematica possono
continuare a piacere con scherzetti del genere.

Francesco Romani è raggiungibile tramite Internet all'indirizzo romani@di.unipi.it
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