Principi ed applicazioni dell’elaborazione digitale

La Trasformata di Walsh

Nel campo dell’elaborazione digitale delle immagini, sono diverse le funzioni di
trasformazione di dominio, dette Trasformate, di uso comune. Si é gia trattato della
pit nota ed importante di queste, la trasformata di Fourier; ne esistono altre meno

note, tuttavia utili ed interessanti che descriveremo nel prosieguo e nei prossimi
appuntamenti. Questa volta parleremo della trasformata di Walsh, successivamente
verranno trattate quella di Hadamard e quella del coseno, meglio nota come DCT.
Abbiamo deciso di approfondire gli aspetti teorici ed applicativi di questi argomenti,
per il grande interesse che il problema della compressione delle immagini sta
suscitando. Le tecnologie multimediali hanno posto all’attenzione di tutti, Il problema
della memorizzazione della grande quantita di immagini, base di qualsiasi applicazione
multimediale. In particolare si inizia a sentire la diffusione dello standard JPEG e
dellimminente rilascio di quello per le sequenze d'immagini, MPEG. Questi standard
come altri metodi di compressione proposti fanno largo uso delle trasformate
suddette, percio é nostra intenzione svelare ai lettori | fondamenti delle tecnologie che
si apprestano ad utilizzare o di cui fanno gia uso

Trasformate separabili e kernel di
trasformazione

Tutte le trasformate che ci accingia-
mo a trattare di cui abbiamo gia parlato,
appartengono ad una classe di trasfor-
mate molto importante soprattutto per le
implicazioni pratiche che se ne ricavano.

Ognuna di esse puo essere espressa
in forma generale come una relazione
tra due funzioni:

[

T(u)=L f(x) gix,u)
w0

dove T(u) & la trasformata di f(x) e g(x,u)
& detto «kernel di trasformazione diret-
ta», con u che assume valori interi da 0
a N-1.

Similarmente, la trasformata inversa
e data dalla relazione:

]

fix)=Z T(u) hix.u)
=0

dove hix,u) & il «kerne! di trasformazio-
ne inversa» € x va da 0 .a N-1.

Il kernel & cio che caratterizza la tra-
sformata e varia con essa, tuttavia com-
prenderete che essendo medesima la
formula che restituisce la trasformata,
I'algoritmo che adopereremo per il cal-
colo sara il medesimo e cio torna indub-
biamente molto utile.
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Nella stessa forma possiamo mette-
re le trasformate bidimensionali di array
guadrati:

LER Y

T[u_vJ=): z fix,y) gix,y.uv)
we o}

per la trasformata diretta, e:

NA N

f{x.y)=£ Z T(uw) hix,y.uv)
o= v

per guella inversa con gix,y,u,v) e
hix,y,u,v) detti kernel di trasformazione
diretta ed inversa, rispettivamente.

Consideriamo ora piu attentamente il
kernel glx,y,u,v); esso e detto separabi-
le se:

alx.y,uvi=g1(x,u) g2iy,v)

Inoltre, il kernel g & simmetrico se g1
restituisce la stessa funzione di g2, cioé
se g1 & «funzionalmente equivalente» a
g2, come si usa dire. In tal caso la rela-
zione precedente pud essere espressa
nella forma:

glx,y.u,vi=g1(x,u) glly,v)

Queste ultime proprieta valgono an-
che per il kernel di trasformazione inver-
sa, sostituendo h{x,y,u,v) a gix,y,u,v).

La trasformata di Fourier bidimensio-

nale verifica proprio gueste condizioni,
infatti il kernel &:

alx.y.uvj=1/N exp[-2n(ux+vy)/N]

che & separabile e simmetrico perché:

gixy.uv) =gl(xu) gly.v) = 1/N{ expl-i2rux/N] exp[-2nvy/N]}

allo stesso modo si pud dimostrare che
la trasformata inversa & separabile e
simmetrica.

[l risvolto pratico della proprieta di se-
parabilita & che una trasformata bidi-
mensionale puo essere calcolata trami-
te la trasformata monodimensionale in
due passi successivi ed indipendenti,
Per esempio trasformando prima lungo
ciascuna riga di fix,y), ottenendo:

N1

T(xv)=Z fix.y) g2(y.v)
=0

per x e v compresi tra 0 e N-1. Succes-
sivamente la trasformata monodimen-
sionale & calcolata lungo le colonne di
Tix,v) con il risultato:

M-1

Tiuv)=Z T0xv) g{x.u)
x=0

conuevtra0e N-1. Con il medesimo
metodo & possibile calcolare la trasfor-
mata inversa hix,y,u,v).
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APPUNTI DI INFORMATICA

Kerrf;gfug:ﬂ; u\x 0 1 2 3 4 5 6 -
Trasformata di 0 + + + + E + - +
Walsh per N=8. 1 + + + + - - ~ -
2 + + = 5 + * A e

3 + + - & + * - -

4 + = + = + = 5

5 + - + - - + - +

[} + - - + - - +

7 + 2 = + = + -

Se il kernel diretto & separabile e
simmetrico allora la trasformata diretta
puo anche essere espressa con la rela-
zione matriciale:

T=AFA

dove F & la matrice quadrata NxN con-
tenente | pixel dell'immagine, A & una
trasformazione simmetrica NxN di ele-
menti

a=9g1(i,j)

e T & la risultante trasformata NxN per
valori di u e v compresi tra 0 e N-1.

Per ottenere la trasformata inversa
basta moltiplicare a destra e a sinistra la
matrice T per una matrice di antitrasfor-
mazione B. Vale a dire:

BTB=BAFAB

Se B ¢ la matrice inversa di A, allora
ne consegue che:

F=BTB

poiché BA=Il che la matrice identita,
quindi I'immagine digitale F puo essere
recuperata completamente dalla sua
trasformata.

Se invece B non & esattamente
uguale all'inversa di A, la matrice

F'=BAFAB

sara un'approssimazione dell'immagine
originaria.

Quali sono i vantaggi derivanti dal-
I'utilizzo della forma matriciale?

[l primo e di tipo computazionale, in
qguanto & possibile utilizzare gli efficien-
tissimi algoritmi sviluppati in decenni di
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ricerca sul calcolo matriciale; inoltre dal
punto di vista implementativo, si puo at-
tingere alle vastissime librerie di calcolo
sulle matrici disponibili per qualsasi tipo
di macchina e linguaggio. Senza dimen-
ticare che esistono processori specializ-
zati nel calcolo di matrici!

Il secondo vantaggio e relativo inve-
ce al fatto che la trasformazione di do-
minio riduce la ridondanza, nel senso
che la matrice T risultato della trasfor-
mata puo essere decomposta in prodot-
to di matrici che in totale hanno un nu-
mero di elementi pari a zero maggiore
della matrice originale: questo implica la
possibilita di compattare in maniera
semplice (e quindi veloce) le immagini.

La trasformata di Walsh

La trasformata discreta di Walsh di
una funzione f(x) & definita quando N=2
27,

Si ottiene ponendo il kernel pari a:

nel

alxu)=tINIT (-1)pxe_ (u)
(]

nell'espressione che restituisce T(u). In
definitiva la trasformata W(u) & data da:

N1 nl

Wiuy=1N Ze [T (-1)00P_ (U}
w=0 |=0

dove b,(z) & il k-esimo bit nella rappre-
sentazione binaria di z. Per esempio, se
n=3 e z=6 (110 in binario), avremo
b,(z)=0, b,(z)=1, e b,(z)=1.

| valori di g{x,u), non considerando Il
termine costante 1/N, sono listati in fi-
gura 1 quando N=8. Come potete vede-
re, il kernel della trasformata di Walsh &
una matrice simmetrica nelle quali le ri-
ghe e le colonne sono ortogonali fra lo-

ro. Cio significa che la riga i-esima &
uguale alla colonna i-esima, vale a dire
che ogni riga € la colonna omologa tra-
sposta e viceversa.

Queste proprieta, che valgono in ge-
nerale, comportano anche I'importante
risultato che il kernel della trasformata
inversa & identico al kernel della trasfor-
mata diretta, tranne che per un fattore
moltiplicativo 1/N. |l kernel inverso &
quindi:

hpxu)= T (-1 b (u)
=0

e la trasformata inversa vale:

M1 L)

fx) =1N Zw(u)lT (-1)p e W)
vl =

Interessante & notare che la trasfor-
mata diretta ed inversa differiscono sol-
tanto per il termine 1/N; & facile allora
utilizzare il medesimo algoritmo sia per
il calcolo della trasformata diretta che
per quello della trasformata inversa. Ba-
sta moltiplicare per N il risultato ottenu-
to dall'algoritmo della trasformata diret-
ta calcolato con W(u) al posto di f(x).

Nel caso bidimensionale i kernel del-
la trasformata di Walsh sono dati da:

(2]

Q(X.F.H,U’F“Nn (=1 }Ibl(x}b»“(uﬁb.{ﬂbﬁl4("]1
0

net

hxy.uv)=1NTT (-1)lbfxib_ (upbiylb  (v)]
=0

Queste sono proprio le forme piu in-
teressanti per le applicazioni di image
processing, dove la trasformata diretta
e quella inversa hanno la medesima im-
portanza. Conla formulazione preceden-
te le trasformate hanno lo stesso kernel
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APPUNTI DI INFORMATICA

SUBROUTINE FWT(F,LN)
REAL F(1024),T
N=2**LN
NV2=N/2
NM1=N-1
T=],
DO 3 I=1,NM1
IF(I.GE.J) GO TO 1
=F(J)
F(J)=F(I)
F(I)=T
K=NV2
IF(K.GE.J) GO TO 3
J=J-K
=K/2
GO TO 2
3 J=J+K
DO 5 L=1,LN
LE=2%*L
LE1=LE/2
DO 5 J=1,LEl
DO 4 I=J,N,LE
IP=I+LE1
T=F (IP)
| F(IP)=F(I)-T
F(I)=F(I)+T
CONTINUE
DO 6 I=1,N
6 F(I)=F(I)/FLOAT(N)
RETURN
END

LS

o

Figura 2 - Routine Fortran per il calcolo della Tra-
sformata Veloce di Walsh

e percio sono anche identiche nella for-
ma:

N1 N (2]

Wuv)=1IN I Ziixy) [T 1)b b (ui+biylb (V)]
W=l =0 =g

LR 2} "~y

fixy)=1N Z Zw(uy) [T (-1)ob  (u)+b(yib  (v)]
0w D

Percid qualsiasi algoritmo usato per
calcolare la trasformata di Walsh diretta
puo essere adoperato senza alcuna mo-
difica per la trasformata inversa.

Come gia anticipato il kernel della tra-
sformata di Walsh & separabile, infatti:

glxy.uv)=gl{xu) glly.v)=hi{xu)hifyv) =

n n1
=uN[TT (1P, (0] [T (1B, (W]
=0 0

Come a suo tempo fu verificato per
la trasformata di Fourier, cosi & facile
eseguire la trasformata bidimensionale
di Walsh come due successive applica-
zioni della trasformata monodimensio-
nale.

L’algoritmo
Fast Walsh Transform

La somiglianza con la trasformata di
Fourier si riflette anche nell’algoritmo
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che si puo progettare per un calcolo ef-
ficiente della trasformata di Walsh. Sen-
za dimenticare che e sempre possibile
e spesso assai efficiente calcolare la
trasformata tramite moltiplicazioni di
matrici, come mostrato nei paragrafi
precedenti, soprattutto se si hanno a di-
sposizione librerie per il calcolo matri-
ciale, un modo rapido e semplice di cal-
colare la trasformata di Walsh, & guello
di adottare lo stesso algoritmo della
FFT, Fast Fourier Transofrm.

L'unica differenza & che i termini
esponenziali sono posti pari ad 1.

Ricordiamo che la FFT si basa sulla
tecnica dei «raddoppi successivi» e
sull'osservazione che la trasformata per
una certa u & la semisomma della tra-
sformata della parte pari e della parte
dispari moltiplicata per un fattore che
nel caso della FFT & un esponenziale e
nel caso della FWT & 1.

La trasformata della parte pari &, co-
me dice il nome, ottenuta eseguendo il
calcolo della trasformata solo sui cam-
pioni della f(x) di ordine pari, a distanza
2x. La trasformata della parte dispari vi-
ceversa € la trasformata sui campioni a
distanza 2x+1. In formule, la FWT:

W(U)=172(W i (UFWispari(u)}

W(U+M}=1-'2IWpa,-|!u:AWa,spa,i{u}}
Woari(ul=1M I, f(2X)

Waispari(u)=1M I, f(2X+1)

dove M=N/2, x,u=0,1,...M-1, e W(u)
& la trasformata monodimensionale di
Walsh.

Facciamo ora un esempio ponendo
N=4 ed applichiamo le relazioni che ab-
biamo ricavato finora. Si ottiene:

3 1
w(0) = 114 Tl (-1B P, (00 = 1pa1r0)+4(1)+12)+(3))
w0 (=0

3 1

wi1) =114 Zao T (-2 (1) = 114150 +4(1)-2)-4(3))
n w0
b | ]

Wi(2) = 174 Ztpal T (<1218 (2) = 114150)-41)+4(2)(3)]
w0 =0

3 1
wi(3) = 174 ZiolT (<180 (3) = 1u4050)-61)-52)+4(3)]
=0 =

Questa € la trasformata di Walsh, ve-
diamo se parimenti otteniamo gli stessi
risultati applicando il metodo FWT, cal-
coliamo prima la parte pari e quella di-
spari:

Wpari(0=1/2{f(0)+(2)} wpari“ 1=112{f(0)-1(2))

Waispan(W=12{f(1)+13)}  Wiigpari(1)=1/2{1(1)-43)}

Ricordiamo che le trasformate della
parte pari e di quella dispari in guesto
caso si ottengono al primo passo per-
ché N=4, in ogni caso sarebbero stati
necessari 1g:(N}-1 proprio per la tecnica
dei raddoppi successivi, per ulteriori
chiarimenti si puo far riferimento ad Ap-
punti di Informatica del numero 127 di
MC, dove e sviluppata passo per passo
questa tecnica, nel caso di FFT.

Continuando nell’applicazione ma-
nuale dell'algoritmo si ricava:

WI(O)=172{W 501+ Wigigpari( V)= 1A[H0)+H(1)+H(2)+(3)]
Wii)=1 a{wparin 1#*Waisparil 111 VAHO)+H(1)-1(2)-(3))
W(2)=172{Wp 5 (0)-Wogigpari(0)}= 1/4[f(0)-H(1 1#i(2)(3)]

W(3)=112{Wosari(1)- Wegisar( 11 14IAOH(1)-(2)+(3)]

Come si vede i risultati dei due algo-
ritmi sono identici, come doveva esse-
re. In figura 2 allora trovate |'implemen-
tazione Fortran dell’algoritmo di FWT
che non é altro che la versione modifi-
cata della routine di FFT, con i coeffi-
cienti pari ad 1. C'é da notare che pro-
prio per questo motivo la trasformata di
Walsh é reale cosi per i dati & sufficien-
te la meta dello spazio necessario alla
FFT.

Conclusioni

Gli appuntamenti di questa rubrica
Sono sempre necessariamente teorici,
d'altra parte gli algoritmi e le tecnologie
non nascono per caso, ma alla base ci
sono sempre idee, intuizioni ed osser-
vazioni. Speriamo che spiegandoli per
esteso, in modo essenziale, strumenti
che sembrano astrusi risultino ora piu
«abbordabili» e magari, percheé no, piu
utili. Avevamo promesso su queste pa-
gine che la trattazione teorica sarebbe
stata supportata da esempi con Photo-
shop, tuttavia ci sembra molto piu nello
spirito della rubrica, approfondire gli
aspetti teorici delle tecniche dell'elabo-
razione di immagini, utilizzando proce-
dure da noi stessi progettate. Tuttavia
nell'attesa che chi scrive riceva Photo-
shop per Windows, con cui visualizzare
gli effetti di cid che trattiamo con le im-
magini, sarebbe gradito ricevere dai let-
tori implementazioni, diversi metodi ed
informazioni di qualsiasi genere che
trattino degli argomenti che analizzia-
mo, in modo da poterli portare a cono-
scenza di tutti gli affezionati lettori che
¢l seguono. Ai prossimi appuntamenti.

HE
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