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bro fornisce, per le variabili A e B, i seguen-
ti risultati:

AB

Proprietà logiche fondamentali

00
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O
O
O
1

1
1
1
O

mentre dal secondo ricaviamo:Dopo aver esaminato le operazioni logi-
che fondamentali e visto come ricavare la
tabella della verità di un circuito logico, dia-
mo oggi un'occhiata ad alcuni teoremifon-
damentali dell'algebra della logica mediante
i quali potremo mettere in relazione le ope-
razioni studiate.

Il primo può essere cosÌ enunciato: "la
negazione del prodotto logico (And) di due
variabili è uguale alla somma (Or) delle
variabili stesse entrambe negate". Se a pa-
role può sembrare complicato, esprimendo
questo enunciato per mezzo di una relazio-
ne più compatta avremo:

AB
00
10
01
11

11
01
10
00

1
1
1
O

Teoremi di De Morgan

Due teoremi dell'algebra logica molto
importanti, mediante i quali le operazioni
fondamentali tra variabili binarie vengono
in qualche modo connesse l'una all'altra,
sono i teoremi di De Morgan. Esaminia-
moli passo per passo.

Cominciamo col verificare se quanto af-
fermato dal teorema è vero. In altre parole
andiamo a verificare che, combinando op-
portunamente due variabili come indicato
dai due membri dell'espressione fornita, si
ottiene lo stesso risultato. Il primo mem-

Osservando le ultime due colonne della
tabella, non è difficile constatare che, effet-
tivamente, le due operazioni che compaio-
no nella relazione data si equivalgono.
Facciamo un passo avanti andando ad e-
sprimere l'enunciato di questo primo teo-
rema in un modo leggermente diverso. 0-

b

FiKura I - Circuiti equivalenti ricavati applicando il primo teorema di De Morgan.
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Figura 2 - Circuito O, equivalente ricavato dal secondo teorema di De Morgan.
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Figura 4 - Due modi di riCQ),{lre un Inverte, impiegando una porla Nor.

N,t:}NO

~ Figura 3 - Nor e Nomi alienI/li con And, Or e Inverler,

periamo un'operazione di negazione su en-
trambi i membri della relazione data. Ot-
terremo:

e poiché, come ricorderete, due negazioni
di una stessa quantità si elidono, l'espres-
sione data assume la seguente forma: c.

Figura 5 - Or, Ami e Nand risultanti dalla combinazione di Nor e Inverte,.

AB AB A-B AB NOR

00 11 1 00 1
10 01 O 10 O
01 10 O 01 O
11 00 O 11· O
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Il secondo teorema

L'altro teorema di De Morgan afferma
invece che: "la negazione della somma lo-
gica di due variabili (Nor), equivale
all'And effettuato tra le stesse variabili ne-
gate". In altre parole, vale la seguente rela-
zIOne:

A+B=A-B
che andiamo subito a verificare.

Per il primo membro si ottiene la seguen-
te tabella:

strata nel circuito della figura l il quale si
comporta esattamente come un gate che
implementa l'operazione di And.

Naturalmente il processo può essere an-
che visto nel verso opposto e cioè, se vi
accorgete che in un circuito è presente un
blocco identico a quello della figura l, in
linea teorica potrete tranquillamente sosti-
tuirlo con un semplice And ottenendo una
notevole semplificazione del tutto.

La volta scorsa abbiamo visto come, im-
piegando solo. delle porte Nand, sia stato
possibile ricavare le altre funzioni logiche
studiate e cioè Not, And, Or e Nor. Voglia-
mo far vedere oggi che lo stesso processo è
possibile impiegando la sola operazione di
Nor, assunta come fondamentale. Rica-
viamo per prima cosa l'operazione di NoI.

Osservando la prima e l'ultima riga della
seguente tavola della verità, che rappresen-
ta l'operazione Nor,

Il Nor come logica fondamentale

Anche in questo caso, osservando l'ulti-
ma colonna, non è difficile convincersi che
le due relazioni si equivalgono. Usando lo
stesso procedimento di negazione di en-
trambi i membri dell'espressione rappre-
sentativa del teorema di De Morgan, si
arriva a quest'altra maniera di scrittura
della relazione:

A + B = ~
tramite la quale, ancora una volta, si vede
che abbiamo a disposizione un potente
mezzo con il quale scambiare un'operazio-
ne di Or con una di And. Quest'ultima
relazione è illustrata con un circuito prati-
co nella figura 2.

Per completezza, riportiamo nella figura
3 due circuiti con i quali è possibile realiz-
zare le operazioni di Nor e Nand combi-
nando altre operazioni logiche.

1
O
O
O

A+B

O
1
1
1

A+B

00
10
01
11

AB

mentre per il secondo avremo:
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Sostanzialmente, osservando quest'ulti-
ma relazione, tra l'altro equivalente alla
precedente, si deduce che, data una certa
espressione che rappresenta una funzione
logica, se ne può ottenere una equivalente
partendo dalla prima semplicemente pren-
dendo le due variabili, complementandole,
scambiando tra loro i segni di somma e di
prodotto, negando il tutto. L'importanza
di questo teorema, che forse ancora non
riuscite bene ad apprezzare, sta nel fatto
che, in un'espressione logica, operando
nella maniera opportuna, si ha la possibili-
tà di scambiare l'operazione di And con
quella di Or (e viceversa) e sta alla base dei
processi di sintesi che permettono di sem-
plificare notevolmente delle reti logiche
complesse. Facciamo un primo esempio.

Supponiamo di trovarci in laboratorio
e, dovendo montare un circuito sperimen-
tale, ci accorgiamo di aver bisogno di una
porta And e di esserne sprovvisti. Abbia-
mo però delle porte Or e degli Inverter e
pensando ad essi ci viene in mente che,
conoscendo il metodo opportuno, potrem-
mo combinarli in modo tale da realizzare
un circuitino che, a conti fatti, abbia una
tabella della verità identica a quella del-
l'And che ci manca. Con un minimo di
attenzione, ci accorgiamo che il modo in
cui dovremo combinare i gate a nostra di-
sposizione ce lo porge il teorema di De
Morgan. Se fate mente locale all'ultima
espressione data per questo teorema, vi
accorgerete guardando il secondo membro
che, se prendete le due variabili da combi-
nare in un'operazione di And e le invertite
con due degli Inverter a vostra disposizio-
ne, le sommate con uno degli Or e negate il
risultato ancora con un Inverter, avrete
ottenuto proprio un'operazione di And,
cosÌ come volevate. Questa sintesi è illu-
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Famiglie logiche

In conclusione, riteniamo interessante
qualche cenno sull'evoluzione dei circuiti
digitali fino alla logica TIL.

I primi circuiti digitali furono costruiti
realizzando, su appositi circuiti stampati,
un certo numero di porte logiche - imple-
mentate utilizzando dei transistori e delle
resistenze - che poi venivano collegate
l'una all'altra per realizzare funzioni com-
pIesse. Per comodità costruttiva, non era
inconsueto replicare molte volte, su una
stessa scheda, lo stesso tipo di porta logica
scelto come fondamentale e, partendo da
essa, realizzare le altre mediante opportu-
ne combinazioni (come abbiamo visto pri-
ma). Le strutture circuitali che si diffusero
all'inizio furono quelle RTL (Resistor-
Transistor-Logic) e DTL (Diode-Transi-
stor-Logic). Le prime erano costruite uti-
lizzando transistor e resistori mentre per le
altre venivano impiegati diodi e transisto-
n.

Nella figura 6 si può osservare un Inver-
ter ed un Nor realizzato in logica RTL.
Riferendoci al Nor, non è difficile dimo-
strare (non è comunque questa la sede per
farlo) che l'uscita è bassa se almeno uno
degli ingressi è a livello alto e la funzione di
Nor viene cosÌ rispettata. Questo tipo di
logica (che ebbe una vasta diffusione inte-
grata in un certo tipo di circuiti monolitici)
presentava però alcuni inconvenienti, tra
cui un basso "margine di rumore" ed una
scarsa capacità di pilotare altre porte limi·
tandone così l'utilizzo per collegamenti in
cascata. Per rimediare alla "bassa immuni-
tà al rumore a livello basso", si cominciò
ad usare (figura 7) la logica DTL. Con essa
si ottenevano prestazioni migliori grazie a
dei diodi inseriti tra il punto H e K che in
seguito, destituiti da un particolare diodo,
lo Zener, hanno permesso di realizzare un
tipo di logica, detta HNIL (High Noise
Immunity Logic) o logica ad altissima im-
munità al rumore, ottima per essere impie-
gata in ambienti tipo officine dove c'è un
livello molto alto di disturbi.

La logica DTL grazie all'avvento del
transistore multiemettitore, fu superata
dalla TTL o Transistor- Transistor-Logic
(figura 8), tutt'ora ampiamente impiegata,
che usa transistori i quali lavorano in un
"regime di saturazione e di interdizione".
Con questo sistema si riescono ad ottenere
tempi di commutazione molto brevi e
quindi un'elevata velocità.

Velocità ancora più elevate sono infine
raggiunte in logica TTL Schottky ed ECL
in cui si ottengono tempi molto ridotti non
portando i transistori in completa satura-
zione. *
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sto evento può essere sintetizzato dalla re-
lazione:

A+O=A
che ci induce subito a collegare il nostro
gate Nor come indicato nella figura 4b): è
un altro metodo per realizzare un Inverter.

Utilizzando ora uno degli Inverter tro-
vati e ponendolo sull'uscita di un gate Nor,
otterremo, come indicato nella figura Sa),
un circuito che implementa l'operazione
Or. La funzione di And, come conseguen-
za diretta di uno dei teoremi di De Mor-
gan, può essere invece implementata dallo
schema della sezione b) della stessa figura.
Esso in pratica è quello impiegato nella
figura 2b) al quale è stato aggiunto un
Inverter. Infine, in Sc) troviamo realizzata
la funzione Nand.

B

/NVEfI,TE/l.

Figura 7 - ""'erter e Nand in IOf{ù'aDTL

/NVERTER.

cioè quelle in cui si combinano due variabi-
li identiche (00 e Il) non è difficile dedurre
che, se sugli ingressi di una porta Nor è
presente la stessa variabile, in uscita trove-
remo, negata, la stessa quantità presente
sui due ingressi. Non è neanche difficile
dedurre e verificare che vale la seguente
relazione:

A+A=A
Ciò ci suggerisce allora di collegare il

Nor come indicato nella figura 4a) otte-
nendo così un semplice circuito invertitore
che svolge l'operazione di Not. Sempre os-
servando la stessa tabella, vediamo ancora
che, grazie a quanto accade nella prima e
nella seconda riga, fissato un ingresso a
zero, l'uscita avrà sempre un valore oppo-
sto a quello posto sull'altro ingresso. Que-

Fif{ura 6 - Due circuiti IOf{ici ricavati in IOf{ica RTL

Fif{ura 8 - Circuiti IOf{ici TTL
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