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[COMPUTER GRAFICA APPLICATA|

Prima parte

Cominciamo da questo numero una serie
di articoli dedicati alla computer grafica
applicata.

Tratteremo la vasta problematica con-
nessa con lo studio e la realizzazione di pro-
grammi con visualizzazione grafica di dati
provenienti da calcoli di qualsiasi tipo, quin-
di non programmi esclusivamente grafici,
ma programmi di matematica, trigononie-
tria, statistica nei quali i dati risultanti sono
riprodotti in forma grafica.

Come nostra abitudine affronteremo i va-
ri argomenti dal punto di vista pratico cer-
cando di esaminare, capire e risolvere insie-
me i vari problemi che c¢i si presentano e
quindi realizzando passo passo i programmi.

L'argomento che esamineremo in questo
numero é un tipico problema di statistica:
le curve di regressione. Cercheremo di trat-
tarlo in maniera elementare per renderlo
comprensibile a tutti. Nel numero seguente
parleremo di trigonometria, poi si vedra:
dipendera anche dalle vostre segnalazioni.

Tutti pit 0 meno conoscono la statistica,
sia pure solamente attraverso la storiella
del pollo o del mezzo pollo.

Uno degli argomenti piu interessanti
della statistica, o meglio della matematica
statistica, ¢ lo studio delle curve di regres-
sione. Introdurremo il concetto di regres-
sione nella maniera piu elementare e quin-
di pit funzionale rispetto alla trattazione
strettamente pratica che vogliamo farne.

Rimandiamo i lettori che vogliono ap-
profondire I'argomento, anche dal punto
di vista teorico, alla consultazione dei nu-
merosissimi testi di statistica (ne esistono
anche a livello elementare) nei quali i capi-
toli riguardanti le curve di regressione so-
no sicuramente presenti.

Cosa sono le Curve di Regressione

La curva di regressione é quella funzione
matematica che meglio approssima i valori
dei dati rilevati con osservazioni sperimen-
tali su un dato fenomeno. Ovvero quando
si eseguono delle osservazioni di tipo stati-
stico e quindi si hanno a disposizione dei
valori numerici, si cerca una legge matema-
tica tra le varie grandezze osservate. Una
volta trovata questa legge (ma non é detto
che ci sia ) sard possibile valutare, tramite
la interpolazione statistica, nel modo pia
verosimile possibile anche altri dati, senza
dover eseguire direttamente (anche perché
in certi casi non si pud) nuove misure.
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Per non complicare ulteriormente il di-
scorso, quindi anche nel tentativo di non
perdere i lettori arrivati sin qui, ci limitere-
mo al caso in cui il fenomeno osservato
metta in relazione due variabili.

La prima si chiama variabile indipen-

dente, la seconda, poiche dipende dalla pri-
ma, variabile dipendente.

A questo punto facciamo un esempio.
Abbiamo realizzato un programma di
ordinamento alfabetico con il metodo
HEAP-SORT (figura 1) e vogliamo valu-

16 REM METODO HEARFPSORT

28 HOME IMFUT " HNUMERO DATI "M

28 DIM AFCH>: FOR H = 4 TO N

46 153 = INT © RHD <12 % 4 + 43

S FOR K = 4 TO G

58 AFCHY = AF(HY + CHR$ ¢ RHND (1) * 26 + 852

B MERT K@ NEXT H- PRINT @ GOSUE S6a

1@E REM ORDINAMENTI

181 PRINT CHE$ <7Y: REM INIZIO

1168 L = IHT <N # 22 + 1:M = N

128 IF L > 1 THEN L = 1.~ 1:'B$ = A$tL): GOTD 156

1380 BF = AFMICHECM) = RAFCAY> M =M — 1

148 IF M = 1 THEW A$cl) = B$: GOTO 466

1SR = |

e 1 = 1:J0 = 2 % ]

178 IF J > M THEN R$CI> = B$- GUITO 120

1Bn  IF JI <N THEN IFE P#CE) € A$dd + A THEW 3 = o) + 4

198 1IF BF < AFCT) THEN A$C1? = AFCTY . GOTO 166

2000 HEC Ly = BF: GOTO 124

468 PEINT CHR$ (72 GOSLE S&a@- END

S@8 FOR H = 1 TO N: PRINT A$C(HY: NEXT RETLRN
Figura | Listing Programma Heapsart. F uno degli algoritmi pite classici e piti rapidi di ordinamento.

19a REM  INIZIALIZZAZ1UNE DEL FPROGRHMMA

118 E = 2 P1828183:L.¥ = "

126 HOME - PRINT L$: : PRINT * REGRESSTONE ESPONENZ TRLE"™

103 N = 4 DIM XIND, YONY . REM NUMERD COPPLIE VALORI

1460 FOR I = 1 TO N READ MCIx: NEXI I: FOR 1 = 4 TO N: READ YC(Id: NEXT 1

15 PRINT ¢ “iNi " COPPIE DI NUMERI " PRINT L#

1 PRINT *“ VAR, INDIP X(IY  WAR DIP. w{IdX"- PRINT

178 FOR I = 1 TO N; PRINT TRBEC 1@xRcls0 THEC 2709010 NEXT

2an REM CHLCOLD

2180 FOR I = 4 TO N:X = X(13:Y = ¥oID

228 51 = S4 + LOG <X &  LOG c¥)

23852 = 52+ LOG LX)

248 ST = S3 + LOG Yy

258 54 = €4 + LM (X3 2

268 S5 = S5 + LOG (¥ & 2

278 HNEXT 1]

BB LE = (S w52 s N

299 .57 = (52 T 2y /' N

B S8 = (S 7 2 /N

3@ C1 = (51 - 562 / (S4 - S

20 02 = B T 1682 A NY - 1 % €52 /2 NY»

AER R = (81 — SE) T 2y / iS4 — S7TY & (S5 — SEy)

486 FRINT @ PRINT "CURVA DI REGRESSIONE " PRINT "YW= v (25 %™ 01

Gz FRINT @ PRINT "COEFF. 21 DETERM R = “:iR: PRINT

428 DEF FHN ¥d¥) = C2 & ¥ [ |

Sty FRINT L$ - PRINT “"CRLCOLUO NUDYT YAHLORI L9997 PER FINIRE"

518 PRINT ¢ YAR INDIFP #<I> VAR DIP YOIa": PRINT

5268 PRINI THEC 183"y INPUT "X

S32a IF X = 999 THEN HOME END

S35 FOR K = 1 TO 28 PEINI  CHRS (8); . NEXT

5468 FREINT TREd 272" FRINT FHN ¥YoxX): GOTu 528

eRR DHTH 58, 166, 158, 266° REM YARIABILE ITNDIPENDENTE NUMERO DI PARUOLE

618 DATA & 7.28 5. 32 4,46 5 FEM VYARIABILE DIPENDENTE TEMPO
Figuru 2 Listing Programma di Regressione Esponenziale. H programma é utilizzato per la determinazione delly

curva di regressione num. parole/tempo di esecuzione, dell’ HEAPSORT, ¢ quindi per la valutazione delle sue

prestazioni.
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FEGRESSTONE ESFUNENZ TALE
4 COPFLE D] NUMER]
VHF INGIF 28 | VAR DIPF WYLlo
ey 5
Lt " s

CURYA DI
W= aTESd)
COEFF D1 DETE
CARLECOLG MUY |
VAR THDIF il

Ly
AR i1

3 PER FINIKE
VAR DIP ¥ol>
121 996163

=

Figura 3 — Owtput su printer del Programma i Re-
gressione Esponenziale. Una volta definita la curva di
regressione con la istruzione DEF FNY(X ), basta im-
mettere il valore della variabile indipendente X per avere
il corrispondente valore della variabile dipendente Y.

REGRESSIONE LINEARE
Equazione del tipo Y=A"X+B
Coeff. A, B

SUMX"Y) - suugxlr;sumgvl

SUM(X"2) - SUMN" 2

SUM(Y)

B N

“A"

SUM(X)
N

REGRESSIONE ESPONENZIALE (BASE E)
Equazione del tipo Y=A'E" [B"X)
Coeff. A, B

SUM(X"Y) SUM(X)'S;]M(LN(Y))
B=

sum(x2) - SUMX2.
_ - _SUM(Y) .. SUM(X)
A=E"( 5 B T )
REGRESSIONE LOGARITMICA

Equazione del tipo Y =A-B"LN(X)
Coeff. A, B

SUM(LN(X)*Y) - SUMILN(:)J SUM(Y)

SUM(LN(X)"2) .ﬂﬂ%@l?_

A= -B*

SUM(Y) SUM(LN(X))
N N

REGRESSIONE ESPONENZIALE
Equazione del tipo Y=A'X B
Coeff. A, B

SUM(LN(X)'LN(Y)) -

SUM(LN(X))"SUM(LN(Y))
B N
SUM(LN(X)"2) - .M:Iﬂﬁ)l

A=E"(

SUMILN(Y), _ 5 - SUM(LN()2)
N N )

Figura 4 — Prospetto delle formule matematiche ne-
cessarie per il caleolo delle quattro curve di regressione.
Le formule, essendo sostanzialmente simili, permettono
molte semplificazioni del programma.
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tarne a fondo le prestazioni.

Cronometriamo quanto impiega ad
ordinare 50, 100, 150, 200 parole, poi,
con i tempi cronometrati, cerchiamo una
curva di regressione: questa ci permette-
ra di valutare teoricamente, in modo ap-
prossimato ma senza dover eseguire lun-
ghe prove pratiche, quanto il programma
impiegherebbe a ordinare 1000, 10000 o
anche un milione di parole.

Il numero di parole é la variabile indi-
pendente, in quanto la scegliamo noi,
mentre il tempo di esecuzione ¢ la varia-
bile dipendente.

La curva di regressione che pit si ap-
prossima, nel nostro esempto ai dati spe-
rimentali ¢ una curva esponenziale del
tipo Y = A*X B. Modificando un poco
il programma presentato in seguito (figu-
ra 2) abbiamo visualizzato i risultati del-
I’elaborazione (figura 3). Abbiamo poi
cronometrato i tempi di esecuzione nel
caso di 500 e di 1000 parole ed abbiamo
confrontato i tempi pratici con quelli teo-
rici, valutati tramite la curva di regressio-
ne. Abbiamo trovato valori molto simili a
quelli previsti (152 secondi contro 140 se-
condi e 357 secondi contro 322 secondi).

L~

L~

L L%
38 ome'tntn 13 ¢ TRiERuBE8 vile 5 33 2
RETURH PER CONTINUARE [ ]

Figura 6 Output su monitor del Programma Curve
di Regressione. In guesti programmi, la formatiazione
dei dati per renderli compatibili con le caratteristiche del
video grafice. ¢ sicuramente la parte pin difficile

Il programma fornisce pure il coeffi-
ciente di determinazione che, essendo
quasi uguale a uno, indica che la curva
trovata approssima molto bene i dati cal-
colati empiricamente (cio€ i tempi crono-
metrati).

Varie Curve di Regressione

L'interpolazione statistica, cio¢ la ri-
cerca della curva di regressione e il suo
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impiego per la determinazione di valori
teorici, pone due problemi principali.

Il primo consiste nella scelta del tipo di
espressione analitica piu adatta a sinte-
tizzare I'andamento del fenomeno. Non ¢
possibile stabilire delle regole fisse in
quanto alcune curve sono adatte a rap-
presentare certi fenomeni ma non sono
adatte per altri.

Occorre quindi fare un po’ di esperien-
za 0, magari utilizzando il programma
che presentiamo, cercare pit curve con
gli stessi dati.

Il secondo problema consiste nella
scelta del metodo di calcolo della curva.
Cioé nella scelta della condizione che la
funzione deve soddislare rispetto ai valo-
ri osservati. Il metodo pit usato € quello
dei minimi quadrati, che si trova in tutti i
testi di matematica statistica (ai quali si
rimanda per approfondimenti) e che si
enuncia cosi:
la curva di regressione deve essere tale da
rendere minima la somma dei quadrati
degli scarti (misuratiin direzione paralle-
la all’asse delle ordinate) tra i valori spe-
rimentali e i valori teorici calcolati della
curva.

In questo articolo presentiamo cinque
curve differenti, distribuite in due pro-
grammi di regressione. La determinazio-
ne delle curve avviene in tutti e cinque 1
casi con il metodo dei minimi quadrat.

Il programma “curve di regressione™.
data una serie di coppie di valori, tira
fuori quattro curve differenti (regressio-
ne lineare. esponenziale base “e”, logarit-
mica, esponenziale).

Poiché il programma non perde i dati
immessi ¢ possibile tracciare lacilmente
con gli stessi dati le varie curve e quindi
vedere quale li approssima meglio. [l
programma fornisce inoltre il valore del
coefTiciente di determinazione, che indi-
ca il grado di bonta della curva trovata.
Tanto piu questo valore ¢ vicino a | tanto
pit la curva trovata approssima i dat
sperimentali.

1l secondo programma risolve il pro-
blema della regressione polinomiale.
quando cioé la curva di regressione ¢ una
parabola di ordine N-simo.

Il programma Curva di Regressione

In figura 4 abbiamo riportate le for-

T T T ] ] |
Ls
Lr
Jus
Ls
La
(%] La

T 7

1 1

4 L

Figura 7 Progeto OQuiput su
plotier. Programmi grafici
o | complessi, richiedono
preliminarmente uno studio o
tavoling dei problemi di rraduzione
o dei dari elaborati in dati

visualizzahili.
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2840 HC = XC = IR:YC = . FN YCIKCH

HPLOT 3, i
2650 K o= (MC — N¥D * Sk + L1W = (YT — NyY) + SY + LS

FOR ¥ = NX TO MY + DX STEP IX

100 REM INIZIALIZZAZIONE "
W
108 REM INIZIALIZZAZIONE DEL PROGRAMMA A28 (D= OGO
:g (s = ot s et e 26 home I ERINT L8. PRINT * REQRESSIONE POLINOMIALE *: PRINT " I
138 (HOME : VTAB ci2): PRINT * PROORAMMI DI REGRESSIONET MMISSIONE DATI - PRINT * VARIABILE INDIPENDENTE®
b Lt S Bl (SR e P 220 PRINT - PRINT Ls: INPUT " COPPIE DI VALORI =it PRINT
158 HOME : : - PRINT L%
168 PRINT * ";Ni“ COPPIE DI NUMERI *. PRINT L$ 230 PRINT - FOR 1 = 1 TO M PRINT * X¢™i Li“d €¥" L%y = INPUT
176 FOR 1 = 4 TO N: PRINT "NC* L"), ¥CiLi*y = - T VET L NEXT
488 INPUT * *iM{1).¥(1): GOSUB 188@: NEXT 248 PRINT  PRINT L§ GOSUE 508 GOSUB 2008 END
208 TEXT : HOME : PRINT L$: PRINT " SCEGLI LR REGRESSIONE DESIDER =08 ‘REM ROUTINE CALCOLO REGRESSI
ATA ": PRINT L$ =18 INPUT * GRADO DEL POLINOMID “iN:N2 = 2 & H:NL = N + 1: IF N >
218 PRINT * 41— mssmrz LINERRE" : PRINT M- 10RHND>35 THEN S18
228 PRINT " 2- REGRESSIONE ESPONENZIALE (BASE EX": PRINT S26 FOR I4 = 4 TO N2; FOR J = 4 TO M:S1¢I4) = S1<I4) + X(I> = It
230 PRINT “ 3- REGRESSIONE LOGRRITMICA"! PRINT NEXT J. 11
248 PRINT * 4- REGRESSIONE ESPONENZIALE®: PRINT 530 FOR 12 = 1 TONL FOR J =4 TO M:S2CI2)> = S2CI2) + YiI> » €X¢
250 PRINT * 5- IMMISSIONE NUOVE COPPIE DI VALORI®. PRINT e g&‘télz i ;;xuu::;'r FA
268 T - =" PRINT : PRINT L$: INPUT * “;Ss - = 05
mﬁmm(;fl’gm;:mlm : i 558 IF IC = 1 AND IR = 1 THEN Ci1.43 = M: 1D = ID + 1: GOTO 578
282 IF VAL (58> < 1 OR VAL (S$) > S THEN 200 SORUCAIREIN S SICIBSTID | & K-kl
284 IF VAL (S$> = 5 THEN 100 578 MEXY TR.IC
290 DM VAL <S$) GOSUB 1500, 1689, 1700, 1608 S50 IC = N1 + 41: FOR IR = 1 TO NL:CCIR. IC) = - S2(IR»: MEXT IR: GOSUB
D e e i RO O - G 3eg %59 PRINT L$ PRINT = FOR I = 4 TO Mi: PRINT “COEFF. GRADD “:1 - 1
1018 SC11) = SC11) + X(I> ® YCI2: REM SUMCKaY) T e T Bel YT
1020 S(12) = SC12) + X(I> » LOG <¥(IXD: REM SUM CXeLNCY)) To0 oL A NG e ERETORN
1838 5(13) = 5¢13) + LOG ¢X¢I2) = WCId: REM  SUM (LN(XIe¥) st e A B
1848 SC14)> = 5¢14) + LOG <XCI3> = LOG ¢¥CI3>: REM  SUM CLNCXO#L 7IO NC = ML + 1- FOR IR = 1 TO ML
Lo g:;:; e e 720 FOR I1 = IR TO Ni: IF CCIL IR) = @ GOTO 748
= © REM  sUM 720 MNEXT 11: GOTO 89
111@ S¢22) = S<22) + LOG (XCI2): REM SUMCLNCKD) 740 IF 11 < > IR GOTO 770
1128 54233 = S{23) + ¥Yil3: SUMCY 758 FOR J = IR TO Mi: IF CCJ.IR) € > @ GOTO 778
1138 S424) = S{(24) + LDG (\'CI)) REM  SUMCLNIY)>) TE@ NEXT J. PRINT " SOLUZIONE IMPOSSIBILE ": END
1208 5¢31) = 5¢31) + HCI) ~ 2: REM  SUM(X™2) TTANS = ML - 1
1218 S432) = S{3I2> + LOG (R(I)) = 2; REM SUMCLNCX>™2) 780 FOR JR = IR TO MS. FOR JC = IR TO NC:C(JR.JC) = CLJR:JC> + Ci
1228 5¢33) = SC33) + ¥CI) ~ 2- REM  SUMY~2) JR + 1.JC>: WEXT JC.JR
1230 S_(:M) = S(34> + LOG (Y(I3y = 2 REM SUMILNCYI™2) Toa ;: JC = IR TO ML:CCNR. JC» = CCNR. JC) + Cd1, JC): NEXT JC: GOTO
1298 RETURN
o LANRE m t|s=un :’: 11‘& TO NL FOR JC IS TO NC:C{JR. JC» CCJR. JC» 7 CC
3 : ; 7 €339 ¥ i - ik
1510 51 = SC443:52 = S(21)-53 = SC23):54 = 5(31):S% = S(33): GOSUB g ol SRt e A
1520 DEF FM Y(X) = C1 » X + C2: RETURN i i et il ol L e i
o o g o et S s 3 a:exsmc)'-: FOR J =4 TOMNL.T =ML = J + 4:08 = §  2:¥SCI) =
1610 51 = S(123:52 = S(21)-53 = S(24):54 = S(313:S5 = SC34): GOSUB
1900 648, FoR 35 = 1410 NGRELTS = SSCESUF Echsdib | KSETINT RENT X
i%cgs;aﬁ;‘a?&mwm-cz-:‘cca.-m:Rz'runﬂ S015 m miReCTYY NERT T RETURN
2000 BEM FORMATTRAZIONE DISEGND
1748 51 = SC13):52 = 5¢(22) 53 = SC23):54 = 5¢32):55 = S(33): 0GOSUB 2016 HOME . PRINT LS. PRINT “e———— IMWISSIONE DATI FORMATTAZIONE
1720 DEF FN Y(X) = C2 + CL % LOG (¥)>: RETURN 2020 PRINT L PRINT | INPUT * MARGINE SCRITTE ORIZZONTALI =
1884 REM ESPONENZIALE A
1810 51 = SC14):52 = SC22):53 = 5(24) 5S4 = 5¢32):55 = 5(34)>  GOSUB 2022 PRINT : INPUT " LARGHEZZA TOT “L2
1508 2824 PRINT INPUT = RAPFORTO LARGH TOT. ~Z0HAR DATI "IR1LILE = L
1820 C2 = E = C2: DEF FN ¥(¥) = CZ = X = Ci: RETURN 2/R
1980 REM VALORI COMUNI 2026 PRINT  INPUT * OQUADRETTATURA ORIZZONTALE "iMLiLA = L
1919 56 = (52 * S3) ¢/ N:S7 = €S2 = 2b / N:SB = (53 ~ 23 / N / oHi
1928 C1 = (51 - S6) / (54 - SP)1C2 = (ST / N) - Ci » (52 / N> x: z::i L INPUT Kwauigzétg% VERTICALT ¥ :_:;"5
1930 R = €(S1 - S6) ~ 2) / <(54 - S7) = (55 - S83): NPUT TEZZ SEGND 4
2ees na'l STRMPA DRTI 2834 PRINT © INPUT * RAPPORTO ALTEZZ TOT. /ZONA DATI “iR2.L7 =L
2010 HOME - PRINT “1"i TABC S3"X(13": TABC 1%3"Y<13" PRINT 6/ R2 o e
2820 FOR 1 = 1 TO N- PRINT 1, TRBC SiX(I) TABC 153¥CI>: NEXT 0% sp‘j':; IPUT = OUORETIATLIRA VERTICALE "iN2:Le = L
2028 PRINT  PRINT "CURVA Ol REGRESSIONE®  PRINT
2108 IF VAL (S$) = 1 THEN PRINT ¥ = *;Ci “eX + "iC2 mmmm.m;;v. B MM FOR T A TO
2110 IF VAL (S$> = 2 THEN PRINT “¥ = “,C2i "#E" (" CL; "#%)" i i
2128 IF VAL <S$> = 3 THEN PRINT "¥ = "iC2i " — "iCi: "#LOG(H»" oS
2138 IF VAL (S$> = 4 THEN PRINT "¥ = “ C2) "#x""iC1 gig {:‘ :::; ; ﬁ m x = ::i:
214@ PRINT - PRINT “COEFF DI DETERM R"2 = “:R: PRINT 5180 I VETS < v THEN NG = WeTh
215@ PRINT - PRINT | INPUT “PREMI RETURN PER CONTINUARE “iW$ & PRINT SHER TP Vels 5 MU THEN My & NeTy
2178 MNEXT 1
2168 PRINT “FORMATTRZIONE DEI DATI* 2200 REM RICERCA FATTORI DI SCALA
2170 :}g iy = 2210 DX = MK - NX.DY = MY — Ny Sk = L3 / DK:SY. = L? / D¥:IK = DX
2318 " K MAX = "iMX: " Y MAX = MY 108
2328 PRINT * XK MIN = ":NX: PRINT * ¥ MIN = “:NY PRINT 2300 REM  DISEGNO SOURDEATURA
2338 PRINT * INT X = “;OX: PRINT * INT ¥ = “;D¥: PRINT 2318 FOR I = L1 TO L1 + L2 STEP L4:X = I'¥ = LS + L6 GOSUB 3@00-
2348 PRINT * SCALX = “iS¥ PRINT * SCALY = “iSY. PRINT : PRINT ¥ = 4 GOSUE 2108 NENT
2328 FCRI-LSTDLS'LGS‘I‘EPLEV'IX'L"LZ GOSUE 2008 -
235@  INPUT “PREMI RETURN FER CONTINUARE “iM$ HOME ¥ =1 0OSUB 7189 NEXT
2508 REM RICERCA FATTORI DI SCALA 2408 REM DISEGNO PUNTL
25180 MY = - 9939 MY = - 9999 :NK = FFIF:NY = S999 2410 FOR 1 =1 TO M-MR = (HCI) — NX> & S + LA YR = (¥(1r ~ WY »
2520 FOR 1 = 41 TO N SY .+ LS
2530 IF KCID <€ N¥ THEN NX = ¥cI) 24295;’:“2{!!‘20?"&?-—20 GOSUE 2000 X = XP + 20 Y = YR + 20 0GOSUB
S48 1P KD > m N = XD 2438 K'S ¥R + 20.¥ = VR - 20. 0OSUS 3608.X = XR - 20:v = V& + 20 GOSUB
2568 IF ¥i1> > MY THEN My = Wil 244@ nngt 1
2578  REXT 250@ REM SCRITTE SUL DISEGNOD
2580 DX = MX — NX:DY = HY = NY:SH = 218 / DX:SY = 96 / DY: RETURN 2910 FOR "D = NX TO MX — ©1 STEP DX .
2820 K o= ((¥D = NXY ¢+ SH) = Bi o+ L1+ 10.Y. = 1 GOSUB 3008
B I TR A e ek O R
2020 :En: ID; 13 TO 1.57ts-rzp 24: HPLOT 2,1 TO 279,1: NEXT 2540 FOR YD = NY TO My - 81 STEP DY / N2
2300 SEGND PLUNT 2558 ¥ o= (YD - NY) % SY3 & RZ2 + LT + 10 X = 1 GOSUB 3000
331@ FOR I = 1 TD N XX = (X{I2 = NKJ » SX + 2 5:¥il = 156 5 - (¥<(I "25513 HE = LEFTS < STRE (YD — NY) = B2 + W¥) + * "=y GOSUB
3 o= NYY = SY 3200 NEXT
3320 HPLOT XX - 2.¥% - 2 TO Xt + 2.¥% + 2 2600 REM TRACCIAMENTD CURVA
3338 HPLOT MX - 2.¥X + 2 TO XX + 2.WX - 2: NEXT 2610 DEF  FN YCOXC) = HS013 + KS<(2) & ¥C + MS(3I3 & HC = 2 + NSc4)
3400 REM TRACCIATO CURVA ®HC " 3 4 HECS) # NC ~ 4 4 HKSCE) & WC - S
3418 IX = DX o 30:L% = DX # S:LY = DY # 4 2520 ¥C = NLYE = FN WOOHC)
T420 X » 2 B-¥E = 156 5 = { FN YCNM) = N¥) . S¥ 2530 M om (ME - NMD » SM e LL:Y = (Y0 — NY) o+ SY o+ LS  GOSUB 3000
3430
g:x Wom K = NXD % SH o+ 2 5% m A%E S = ¢ FN YD = N¥Y w SY 2668 IF H > L1 + L2) OR ¥ > (L% + L&> THEN RETURN
3468 IF ¥% < @ OR ¥¥% » 279 THEN 158 il :23"3"3320 PEI0. 2650
3518 HOME  FOR K = @ TO 6'AF = LEFTS ¢ STRE C(NK + K = L¥) + “ el LI ORARRLES ERANYEANY Sty SRR e R

Ha 4 3100 FEW  DRAM
3520 VIAB (21). HTAB (K + 1) » € — S): PRINT As$: NEXT K 3110 %= INT (0¥ = THT %9
3530 VTAB {22 PRINT “VALORE YMIN ":NY: " INTERVALLD ¥ "JLY 3128 PRINT DS"FERL" PRINT “D"i3". "i¥ PRINT D"PRED'
3548 VTRB ¢243 [NPUT “RETURN PER COMTINURRE “; W$ GOTO 200 3130 RETURN

I200 FEM SCRITTURA STRINGR
3218 PRINT DR PREL"  FRINT "P"; K& PRINT DE‘FPRed"
FETURN
Figura 3 Listing del Programma Curve di Regressione. H programma si divide in Figura X Listing Programmu di Regressione Polinomiale. Trattandosi di un pro-

due parti. La prima, esclusivamente matematica, fornisee la curva di re gressione ¢ if
covfficiente di determinazione. La seconda, dalla riga 2150 in poi, fornisee le viswaliz-
Sazione sie monitor

grammea molto generalizzate, va curata particolarmente la fase di immissione dati,
Tmmissioni non corvetie, potrebbero produree grafici non comprensibili. oppure boc-
care il programma
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mule matematiche risolutive con le quali
sitrovanoicoefficienti A, B necessari per
determinare le curve di regressione nei
quattro casi esaminati.

Per la cronaca abbiamo tratto tali for-
mule dal libretto di Programmi Applica-
tividell’HP 25, che le presenta in maniera
molto adatta per una rapida traduzione
in BASIC,

Poiché i quattro casi in esame (regres-
sione lineare, regressione esponenziale in
base e, regressione logaritmica, regres-
sione esponenziale) sono sostanzialmen-
te simili, abbiamo realizzato un pro-
gramma unico (listing in figura 5).

Durante I'input vengono direttamente
calcolati e caricati negli accumulatori S
(I) 1 valori delle grandezze necessarie al
calcolo. Terminato I'input delle N coppie
di valori, il programma chiede quale cur-
va si intende calcolare e, indicata 'opzio-
ne, esegue una delle piccole subroutine
(righe 1500, 1600, 1700, 1800) per la de-
terminazione dei valori S1... S8 che per-
mettono il calcolo dei coefficienti A,B e
del coefficiente di determinazione R 2
della curva.

Dal punto di vista analmco il pro-
gramma finisce qui.

Premuto il tasto RETURN inizia la

parte relativa alla visualizzazione dei da-
ti sul monitor APPLE II.

Questa seconda parte si divide in varie
fasi, distinguibili sul listato dai RE-
MARKS.
| - Formattazione dei dati output
tramite la solita ricerca di massimo e mi-
nimo vengono trovati i dati necessari per
la formattazione e che vengono visualiz-
zatl. Tramite questi dati € possibile tra-
durre i valori teorici della curva in valori
visualizzabili sul monitor.

2 - Squadratura del disegno

viene tracciata una quadrettatura per fa-
cilitare la lettura dei valori di interpola-
zione.

3 - Scrittura valori di riferimento

con gli stessi coefficienti di traduzione
trovati per la formattazione del disegno
si calcolano i1 valori di riferimento della
quadrettatura e quindi del grafico. Que-
sti valori vengono scritti in basso rispetto
al disegno.

Questo sistema é molto rudimentale e
quindi suggerisco, a chi volesse trascrive-
re il programma, di modificare la routine
in funzione sia del soltware che possiede
per tracciare scritte alfanumeriche anche
sulla pagina HGR2, sia in lunzione del
tipo di dati da rappresentare.

Regressione Polinomiale con il metodo dei minimi quadrati

Il metodo pit comunemente usato per le regressioni polinomiali ¢ quello dei minimi
quadrati con il procedimento detto “delle equazioni normali”™, che si adotta soprattut-
to quando la forma assunta dai punti osservati consente di scegliere a priori il tipo
della funzione interpolatrice. 0. almeno. di scartare a priori alcuni tipi pit semplici.
Questo metodo tende a minimizzare la somma dei quadrati degli scostamenti dei
singoli punti osservati dalla curva teorica interpolatrice. ossia a rendere nulle tutte le
derivate parziali prime di tale somma rispetto ad ognuno dei coefficienti del polino-
mio di interpolazione.

Scelta, per una serie di K termini, la solita funzione del tipo Y =
a,+a *X+a,*X*+.. -{-a,ﬁ,_“}(K dobbiamo cercare, mediante un sistema di equazioni i
wcﬂ'cleml RS Tl del polinomio.

Si ¢ gia detto che if metoﬁo tende a minimizzare i quadrati degli scarti €, quindi
possiamo dire che:

3

f(a,, a,, a,, ... 4 )= . £ = minimo
dove o

£ =EX)=YX)-Y, [i=LN]
sapendn che:
Y(X) = a,+a*X +a,*X7+...+a,.* XK,

Questo s:gmﬁca rendere nulle lu!te le derivate parziali rispetto ai coefficienti del

polinomio e percio (] of —0 of
da,  oa, da,
¢ poiché of
8a, =0 - ZY, = a,*N + a*TX +..+ a*ZXN
or ) i
E =0 -ZY*X, = ay+ZX, + a*TX? 4. +a T XN
;l‘ =0 - ZY*X2 = a*ZX% + a*ZXY +... 4+ az XN
i,
& =0 — EY*XE = a 3TXK+lp 5 #FXK+2 L aN'ZX."‘
ﬁax i i 0 1 ! i

la soluzione di questo sistema di K+ | equazioni ci permettera di trovare i K+ 1
coefficienti (a,. a,. a,. .... a) del polinomio cercato di grado K.
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4 - Disegno dei punti

sulla squadratura vengono tracciati i
punti (individuati da crocette) rappre-
sentanti i valori empirici della regressio-
ne.

5 - Disegno curva

la curva dal punto di vista analitico ¢é
definita dall’istruzione DEF FNY (X). |
valori di Y trovati nel loop della X ven-
gono, anche questi, tradotti in coordina-
te schermo (tramite i coefficienti di for-
mattazione di cui abbiamo tanto parla-
to).

Ora, esaminando il grafico, si puo sia
valutare quanto la curva approssima i
dati sperimentali, sia determinare i valori
teorici della curva.

Anche esaminando il listato del pro-
gramma si puo valutare quanto sia pin
difficile risolvere il problema della for-
mattazione del disegno, della sua squa-
dratura e del tracciamento delle scritte di
riferimento rispetto al disegno puro e
semplice della curva.

Anzi quest'ultimo, una volta definita
con l'istruzione DEF FNY (X) la funzio-
ne da visualizzare, ¢ facile la realizzazio-
ne tramite un loop sulla X.

La difficolta maggiore é invece quella
di combinare opportunamente la for-
mattazione del disegno con il traccia-
mento delle scritte di riferimento. Questo
perché, essendo il programma generaliz-
zato, non sisa a priori né il tipo dei valori
che saranno immessi, né la loro unita di
misura, né la loro entita, né il loro inter-
vallo, (cioé posso utilizzare il program-
ma per esaminare I'andamento di un fe-
nomeno nel corso degli anni, o al limite,
per valutare I'errore di lettura del braccio
di un giradischi).

Nelle applicazioni pratiche, dove il
programma viene realizzato in un campo
specifico, il problema della formattazio-
ne puo essere risolto una volta per tutte,
magari utilizzando carta con prestampa-
ta la quadrettatura e le scritte di riferi-
mento.

In tal caso il programma avra una co-
stante di Scaling predeterminata con la
quale dovra tracciare solo la curva.

Il programma (vedi output in figura 6),
riesce a rendere chiaramente sul monitor,
I'andamento della curva rispetto ai punti
corrispondenti ai valori sperimentali.

Certo, pero, per una utilizzazione del
grafico anche per valutare i valori teorici
della curva ¢ indispensabile una uscita su
carta.

La Regressione Polinomiale

Ilsecondo programma calcola la curva
di regressione polinomiale, di grado N-
simo. Ovvero date M coppie di valori
empirici, vogliamo trovare i coefficienti
a, b.c.‘. della equazione Y = a+b*x+
c*x 2 4 d*x 3... che permette la miglio-
re approssimazione dei risultati speri-
mentali.

Questo secondo programma ha una
uscita su plotter che ci permette di com-
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pletare il “discorsetto” sui problemi che
si_incontrano nel preparare un’uscita
grafica (su plotter o su monitor) di una
data lunzione, eventualmente dotata di
scritte, di scale di lettura, ecc. Anzi ¢
molto pit pesante la programmazione
delle parti “accessorie™ del disegno, che
non il semplice tracciamento della fun-
zione.

In generale ¢ consigliabile preparare a
tavolino il progetto del disegno.

Ad esempio dovendo prevedere una
uscita su plotter del programma di regres-
sione polinomiale abbiamo [fatto uno
schizzo di come va organizzata I'uscita (fi-
gura 7).

Le grandezze che vanno definite per spe-
cificare il formato del disegno sono ben §:
L(1) - ¢ la grandezza da riservare per la
zona scritte nella scala verticale
L(2) - ¢ la larghezza totale della zona
disegno. Ovviamente L(1)+ L(2) deve
essere minore della larghezza della carta
su cui disegnare.

L(3) - ¢ la larghezza entro la quale far
ricadere i dati empirici della regressione.
In particolare se si tratta di una interpo-
lazione, ovvero dobbiamo valutare valo-
ri teorici interni ai valori empirici, porre-
mo L(3) = L(2). Altrimenti se dobbiamo
fare una estrapolazione, cioé con valori
teorici esterni ai valori empirici, L(3) sa-
ra una frazione di L(2).

L.(4) - é l'intervallo della scala, rappre-
senta il passo della quadrettatura.

L(5). L(6), L(7), L(8) sono i corrispon-
denti valori nella direzione verticale.

Va qui notato, e vale anche per il pro-
gramma pyecedente, che non ¢’¢ nessun
legame dimensionale tra variabile indi-
pendente, quella che va riportata sull’as-
se X. e quella dipendente, che va sull'asse
della Y.

Questo significa che non ¢ necessario,
per formattare il disegno, utilizzare una
unica scala di trasformazione tra X e Y,
ma il programma le puo scegliere indi-
pendentemente I'una dall’altra.

Anche questo programma si puo divi-
dere in due parti indipendenti.

La prima parte consiste nella ricerca
analitica della curva che avviene attra-
Verso vari passi:
| immissione delle coppie di valori speri-
mentali.

2 scelta del grado del polinomio,
3 ricerca del polinomio con il gia ricor-

£8.1 - |
28.25 |
28, L —
22.%7
6.5
25.6
"I.IEL
Figura 9 — Outpul su = mi
plotter del Programma di 5 T 7
Regressione Polinomiale. /

I programma mosira sia
i punti corrispondenti ai

valori empirici, sia la 71
curva di regressione. Se #1281

Pordine del polinomio é
pari al numero dei punti

ww|/ | |
immessi meno uno, la {
curva passa per i i 15.5 .8 1
LTS

l23.25 Iz

punti. 17.25 lay.5

3855 131.5 13435157 D39.7s [4z.5 les. 25

dato metodo del miaimi quadrati.

Da un punto di vista matematico, I'ap-
plicazione del metodo dei minimi qua-
drati comporta la soluzione di un sistema
di equazioni. Il numero di equazioni del
sistema € pari al grado del polinomio piu
uno che si vuole ottenere (vedi riquadro).

Nel programma tra le righe 500 e 600
vengono calcolati i coefficienti da inseri-
re nel sistema di equazioni, mentre la so-
luzione é calcolata nella subroutine della
riga 700.

La seconda parte del programma con-
siste nella visualizzazione della curva in
un opportuno sistema di riferimento.

Anche qui sono facilmente individua-
bili i passi successivi, seguiti per la deter-
minazione prima dei coefTicienti di for-
mattazione. poi per il disegno della squa-
dratura, per il tracciamento dei valori di
riferimento, per il disegno dei punti cor-
rispondenti ai valori sperimentali ed infi-
ne per il disegno della curva vera e pro-
pria.

In figura 9 vediamo un esempio di out-
put su plotter del programma. Sono stati
immessi 4 punti ed ¢ stata scelta una cur-
vadel 3° ordine. In tale caso (quando cioé
il grado del polinomio & pari al numero
dei punti meno uno) la curva determinata
passa per tutti i punti. In figura 10 vedia-
mo due output ottenuti con gli stessi va-
lori empirici. I due disegni sono differenti
sia perché sono stati immessi valori
L(1)....L(8) di formattazione differenti,
sia perché nel primo caso abbiamo un
polinomio di 5° grado e nel secondo di 3°
grado.

Va comunque tenuto presente che il

programma richiede una immissione di
dati coerenti. Ovvero in caso di dati im-
messi casualmente si possono presentare
curve fuori scala con conseguente blocco
dell’esecuzione.

Questo succede anche perche i valori di
formattazione del disegno sono determi-
nati elaborando i dati immessi inizial-
mente e non la curva calcolata.

Si puo comunque migliorare I"affida-
bilita del programma, prevedendo un
calcolo preventivo delle coppie di valori
X, Y desunti dalla curva teorica, il loro
caricamento su una matrice e I'esecuzio-
ne della routine di formattazione sui va-
lori cosi immagazzinati.

Nessuna difficoltd, invece, come ab-
biamo piu volte visto, nel prevedere 1'u-
scita su plotter.

Tutti i comandi plotter utilizzati (MO-
VE;DRAW, PRINT) sono collocati nel-
la subroutine delle righe 3000, 3100,
3200.

Chi non ha il plotter puo sostituire a
queste routine le corrispondenti routine
per la visualizzazione su monitor.

A tale scopo é opportuno vedere lo
specchietto di “traduzione™ pubblicato
nell*articolo sul numero scorso.

Il plotter da noi utilizzato &, come al
solito, il Digiplot della Watanabe, che ha
I'indiscutibile pregio di offrire prestazio-
ni interessanti per un prezzo decisamente
contenuto, aspetto fondamentale per un
hobbysta o un professionista che non vo-
glia 0 non possa fare un grosso investi-
mento.

Francesco Petroni

25 . 21 /%C
Y
§ X
K.
18 \J}l 1?7
13 13
nE 10 1.5 25 32.5 10 19.99 I29.89 [39.98

Figura 10
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Due output su carta del Programma di Regressione Polinomiale, Dati 6 punti vengono calcolati ¢ visualizzati due polinomi di regressione del 3 ¢ del 3* grado.
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