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Figura I - Listin.'! Pro!{ramma Heapsnrt. È lino de$!li a/!{oritmi pill classici e pirì rapidi di ordinamento.

Figura 2 - Lisling Programma di Regre.uione E.fponen:iale. /I programma è lI1i1i::ato per la determina:ione della
curva di regressione /lum. paro/e/tempo di esecuzione. dell'HEAPSORT. e quindi per /0 vO/lllozione delle sue
presw:iolli,
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dente, la seconda, poiché dipende dalla pri-
ma, variabile dipendente.

A questo punto facciamo un esempio.
Abbiamo realizzato un programma di
ordinamento alfabetico con il metodo
HEAP-SORT (figura I) e vogliamo valu-

REM METODO HEAPSORT
HOt'lE It'WUT " NUt'lEPO OAT I ".'t·l
OIM A$(N): FOR H = 1 TO N

G = INT ( RND (1) * 4 + 4)
FCIR f< =- 1. TO G

A$(HI =- A$(H) + CHR$ ( RND (1) * 26 + 65)
NEXl K: NEXI H' ~RINl GOSU8 500

PEr', ORO It·lAt'lEt-rn)
PRINl CHRS (7)' REM lNIZlu

L = INl (N I 2) + 1.:M N
IF l.. -, IHI:::NL =" L _. 1.'8$ = A$(L): GOTO ~t5(1

S$ = A$lM):HStM) =- AS(1.)·M =- M - 1
IF M 1. THEN A$t1.) = 8$: GOTO 400

.1 =-- '-
1='-..1: 2*J

J F .} )- t'1 THLr·J H$ (' 1:::' ~~: B:.f.· Ci1:.1 l () l~::tj
IF J ~~M THEt·~ IF AS(J) < A$(J + 1) THEN J
IF 8$ < A$(J) THEN A$(I) = A$(J) GOTO 160

AStI) = BS' GOlO 120
PRINT CHR$ (7): GOSU8500 ENO
FOR H = j TO N' PRINr A$(H): NEXT RETURN
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Per non complicare ulteriormente il di-
scorso, quindi anche nel tentativo di non
perdere i lettori arrivati sin qui, ci limitere-
mo al caso in cui il fenomeno osservato
metta in relazione due variabili.

La prima si chiama variabile indipen-

Prima parte
Cominciamo da questo numero una serie

di articoli dedicati alla computer grafica
applicata.

Tratteremo la vasta problematica con-
nessa con lo studio e la realizzazione di pro-
grammi con visualizzazione grafica di dati
provenienti da calcoli di qualsiasi tipo, quin-
di non programmi esclusivamente grafici,
ma programmi di matematica, trigonome-
tria, statistica nei quali idati risultanti sono
riprodotti in forma grafica.

Come nostra abitudine affronteremo i va-
ri argomenti dal punto di vista pratico cer-
cando di esaminare, capire e risolvere insie-
me i vari problemi che ci si presentano e
quindi realizzando passo passo iprogrammi.

L'argomento che esamineremo in questo
numero è un tipico problema di statistica:
le curve di regressione. Cercheremo di trat-
tarlo in maniera elementare per renderlo
comprensibile a tutti. Nel numero seguente
parleremo di trigonometria, poi si vedrà:
dipenderà anche dalle vostre segnalazioni.

Cosa sono le Curve di Regressione

La curva di regressione è quella funzione
matematica che meglio approssima i valori
dei dati rilevati con osservazioni sperimen-
tali su un dato fenomeno. Ovvero quando
si eseguono delle osservazioni di tipo stati-
stico e quindi si hanno a disposizione dei
valori numerici, si cerca una legge matema-
tica tra le varie grandezze osservate. Una
volta trovata questa legge (ma non é detto
che ci sia) sarà possibile valutare, tramite
la interpolazione statistica, nel modo più
verosimile possibile anche altri dati, senza
dover eseguire direttamente (anche perché
in certi casi non si può) nuove misure.

Tutti più o meno conoscono la statistica,
sia pure solamente attraverso la storiella
del pollo o del mezzo pollo.

Uno degli argomenti più interessanti
della statistica, o meglio della matematica
statistica, è lo studio delle curve di regres-
sione. Introdurremo il concetto di regres-
sione nella maniera più elementare e quin-
di più funzionale rispetto alla trattazione
strettamente pratica che vogliamo fame.

Rimandiamo i lettori che vogliono ap-
profondire l'argomento, anche dal punto
di vista teorico, alla consultazione dei nu-
merosissimi testi di statistica (ne esistono
anche a livello elementare) nei quali i capi-
toli riguardanti le curve di regressione so-
no sicuramente presenti.
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Il programma Curva di Regressione

In figura 4 abbiamo riportate le for-

Figura 7 Progello Outpll/ su
ploller, Programmi gra.lìci
complessi. richiedono
preliminarmente uno studio a
tavolino dei problemi di tradu:ione
dei dati elaborati in dati
visuali::ahili.

impiego per la determinazione di valori
teorici, pone due problemi principali.

11primo consiste nella scelta del tipo di
espressione analitica più adatta a sinte-
tizzare l'andamento del fenomeno. Non è
possibile stabilire delle regole fisse in
quanto alcune curve sono adatte a rap-
presentare certi fenomeni ma non sono
adatte per altri .

Occorre quindi fare un po' di esperien-
za o, magari utilizzando il programma
che presentiamo, cercare più curve con
gli stessi dati.

11 secondo problema consiste nella
scelta del metodo di calcolo della curva.
Cioè nella scelta della condizione che la
funzione deve soddisfare rispetto ai valo-
ri osservati. Il metodo più usato è quello
dei minimi quadrati, che si trova in tutti i
testi di matematica statistica (ai quali si
rimanda per approfondimenti) e che si
enuncia così:
la curva di regressione deve essere tale da
rendere minima la somma dei quadrati
degli scarti (misurati in direzione paralle-
la all'asse delle ordinate) tra i valori spe-
rimentali e i valori teorici calcolati della
curva.

In questo articolo presentiamo cinque
curve differenti, distribuite in due pro-
grammi di regressione. La determinazio-
ne delle curve avviene in tutti e cinque i
casi con il metodo dei minimi quadrati .

Il programma "curve di regressione",
data una serie di coppie di valori, tira
fuori quattro curve differenti (regressio-
ne lineare, esponenziale base "e", logarit-
mica, esponenziale) .

Poiché il programma non perde i dati
immessi è possibile tracciare facilmente
con gli stessi dati le varie curve e quindi
vedere quale li approssima meglio. Il
programma fornisce inoltre il valore del
coefficiente di determinazione, che indi-
ca il grado di bontà della curva trovata.
Tanto più questo valore è vicino a I tanto
più la curva trovata approssima i dati
sperimentali.

Il secondo programma risolve il pro-
blema della regressione polinomiale,
q uando cioè la curva di regressione è una
parabola di ordine N-simo.
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Il programma fornisce pure il coeffi-
ciente di determinazione che, essendo
quasi uguale a uno, indica che la curva
trovata approssima molto bene i dati cal-
colati empiricamente (cioè i tempi crono-
metrati).

Varie Curve di Regressione

L'interpolazione statistica. cioè la ri-
cerca della curva di regressione e il suo
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RETURH PER COHTIHUARE •

Figura 6 - Output su mOllito!' del Programma Curve
di Regressione, /n questi programmi, la formalla:ione
dei dati per renderli compOlihili con le caralleristicl1e del
video f(ra/ìco. è sicuramente la parte piEi diffìcile.

Lz

tame a fondo le prestazioni.
Cronometriamo quanto impiega ad

ordinare 50, 100, 150, 200 parole, poi,
con i tempi cronometrati, cerchiamo una
curva di regressione: questa ci permette-
rà di valutare teoricamente, in modo ap-
prossimato ma senza dover eseguire lun-
ghe prove pratiche, quanto il programma
impiegherebbe a ordinare 1000, 10000 o
anche un milione di parole.

Il numero di parole è la variabile indi-
pendente, in quanto la scegliamo noi,
mentre il tempo di esecuzione è la varia-
bile dipendente.

La curva di regressione che più si ap-
prossima, nel nostro esempi<> ai dati spe-
rimentali è una curva esponenziale del
tipo Y = A*X-B. Modificando un poco
il programma presentato in seguito (figu-
ra 2) abbiamo visualizzato i risultati del-
l'elaborazione (figura 3). Abbiamo poi
cronometrato i tempi di esecuzione nel
caso di 500 e di 1000 parole ed abbiamo
confrontato i tempi pratici con quelli teo-
rici, valutati tramite la curva di regressio-
ne. Abbiamo trovato valori molto simili a
quelli previsti (152 secondi contro 140 se-
condi e 357 secondi contro 322 secondi).
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REGRESSIONE LOGARITMICA
Equazione del tipo Y=A-B*LN(X)
Coeff. A, B '

REGRESSIONE ESPONENZIALE (BASE E)
Equazione del tipo Y=A"E" (B"X)
Coeff. A, B

REGRESSIONE LINEARE
Equazione del tipo Y=A"X+B
Coeff. A, B

Figura 4 - Prospello delle formule matematiche ne-
cessarie per il calcolo delle quattro curve di regressione.
Leformule, essendo sostanzialmente simili, permettono
molte semplijìca:ioni del proj{ramma.

Figura 3 - Output su printer del Programma di Re-
gressione Esponen:iale. Una volta definita la curva di
regressione con lo istruoione DEF FNY( X). basta im-
mettere il valore della variabile indipendente X per m/ere
il corrispondente valore della l'ariabile dipendente Y.
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FN YOO '" C2 + Cl. LOG (X): RETURN
E5PONENZ I ALE

S(1.4):S2 '" S(22):53 ••• 5(24):54 ••• 5(32):5~ ::: S(34): GOSUB

+ X( I); REM SUM(X)
+ LOO (X( I»: REM SUM(LN(X»
+ Y( I): REM 5UM(Y)
+ LOG (Y( I»: REM SUM(LN(Y»
+ X( I) '"' :2: REM 5UM(X'"'2)
+ LOG (X(I» '"' 2: REM SUM(LN(X)'"'2)
+ Y( I) '"' :2: REM SUM(Y'"'2)
+ LOG (Y(I» '"' 2: REM SUM(LN(Y)-2)

1.1313 REM INI21ALIZZAZIONE
1113 D$:: CHR$ (4) :L$ = ,,----------------------------------------"

21313 REM I HPUT DATI
2113 HOME PRINT LS: PRIHT •• REGRESSIONE POLIHOMIALE ": PRINT •• I

MMISSIONE DATI "- PRINT " VARIABILE INDIPENDENTE"
220 PRINT PRINT LS: INPUT" COPPIE DI VALORI ".M: PRINT

PRINT LS
230 PRItH FOR I '" 1 TO M: PRINT " X("; l; "), (Y". I; lo) " .• : INPUT

"";X(I).Y(I): NEXT
2413 PRINT PRINT LS: GOSUB :see: G05UB 2131313:ENO
s13a REM ROUTINE CALCOLO REGRESSIONE
51121 INPUT" GRADO DEL POLHmMIO ";N:N2 • 2 * t~:N1. •• N + 1· IF N)

M - 1. OR N ) 5 THEN 51121
5213 FaR 11 • 1 TO N2: FOR J '" 1 TO M:S1(11) "" S1<I1) + X(J) '"' 11:

NEXT J. 11
S3a FaR 12"" 1 TO Nl: FOR J : 1. TO M:S2(12) '" S2(12) + Y(J) * (X(

J) - (12 - 1.»: NEXT J.12
5413 FOR IC-1TON1:ID: IC-1.: FOR IR"'lTONl
5513 IF IC '" 1 AND IR '"' 1 THEN C(1..1) :: M: ID '" IO + 1: GOTO ~713
5613 C(IR. IC) '" Sl(ID):ID '"' IO + 1
~70 NEXT IR. IC
~80 IC '" N1 + 1.: FOR IR:= 1. TO N1:C(IR,IC) - - S2(IR): HEXT IR: GOSUB

7ee
59B PRINT L$: PRINT FOR I ••• 1. TO N1: PRINT "COEFF. GRADO "; I - 1

; TAB( 24)XS( I): NEXT
595 FOR K • ~l + 2 TO 5:XS(K) • 0: NEXT
600 FOR K :: :1 TO 1999: t~EXT RETURH
713B REM SOLUZIONE SISTEMA
710 NC := N1 + 1: FOR IR '" 1 TO N1.
720 FOR II ••• IR TO N1.: IF C( II. IR) '" e GOTO 740
7313 NEXT I I: GOTO 8013
7413 IF II < ) IR GOTO 7713
7513 FOR J '" IR TO N1.: IF C(J. IR) < ) 0 GOTa 7713
7613 NEXT J: PRINT " SOLUZIONE IMPOSSIBILE": END
7713 NS "'N1.-1.
7813 FaR JR ••• IR TO NS: FaR JC := IR TO NC:C(JR, JC) := C(JR. JC) + C(

JR + 1.. JC): NEXT JC. JR
7913 FOR JC '" IR TO N1.:C(NR. JC) = C(NR. JC) + C(1., JC): NEXT JC: GOTO

ne
8130 IS '" IR + 1
8113 FOR JR -= IR TO Nl FOR JC '" IS TO NC: C(JR. JC) C<JR. JC) / C(

JR~ IR): NEXT JC, JR- IF IR '" NR THEN 830
820 FOR JC := 15 TO NC: FOR JR - 15 TO N1:C(JR. JC) - C(JR. JC) - C(

IR. JC) NEXT JR. JC. IR
830 XS(NC) '" 1.: FaR J "" 1. TO N1.:1 '" N1. - J + 1:11. = I + 1:X5(1) '"

e
8413 FOR JJ - 11 TO HC:XS(I) '" XS(I) + C(I.JJ) >te XS(JJ): NEXT JJ:X

5( I) - - XS( I): t~EXT J: RETURN
2121130REM FORMATTAZIOt~E DISEGUO
2010 HOME PRINT LS: PRINT ,,----- IMMISSIONE DATI FORMATTAZIONE

".~) GOSUB

",N1.:L4:: L

"; N2-L8 '" L

"; L2
";R1-L3 '" L

QUADRETTATURA ORIZZONTALE

QUADRETTATURA VERTICALE

LARGHEZZA TOTALE DI SEGNO
RAPPORTO LARGH TOT. /ZONA DATI

< NX THEN NX '" X(I>
) MX THEN MX '" X(I)
< NV THEH NY '" 'T'(I)
) MY THEN MY '" 'T'(U

21320 PRIUT LS- PRINT INPUT" I1ARGINE SCRITTE ORIZZONTALI
.•L1.

2022 PRINT IHPUT
21324 PRI NT I NPUT

2 / R:1
2026 PRINT INPUT

2 / N1
2030 PRINT L$: INPUT" MARGINE SCRITTE VERTICALI ";L5
21332 PRINT INPUT ALTEZZA TOTALE DISEGNO ";L6
2034 PRINT INPUT RAPPORTO ALTEZZ. TOT /ZOHA DATI "; R2:L7 '" L

6 / R2
2036 PRI NT I NPUT

6 / N2
2:100 REM RI CERCA MAX E MI ~l
21113 l'1M'" 9999-MX = - MM MY '" - MM'NX = MM:NY '" MM FOR I ., 1 TO

M
21313 IF X(I)
21.413 IF X(I)
2150 IF Y(I)
21613 IF Y(I)
21713 NEXT I
221313 REM RICERCA FATTORI DI SCALA
2210 OX := MX - NX D'T' '" MY - NY' SX '" L3 / DX SY '" L7 / DY: IX '" OX /

1ee
2300 REM DISEGNO SQUADRATURA
23:10 FOR I = l1. TO L1. + L2 STEP L4:X '" l'Y '" L5 + L6 GOSUB 313130-

Y '" 1 GOSUB 311313 NEXT
2320 FOR I - L5 TO L~ + L6 STEP La: Y '" I x = L1. + L2· GOSUB 3000

X '" 1. GOSUB 31.era: NEXT
24130 REM DISEGNO PUtHI
2418 FOR I '" 1 TO M·XR '" (X(I) - ~IX) >ti SX + L1:YR -= ('T'(I) - N'T') *

SY + L~
24213 X '" XR - 213·'T' '" YR - 213 G05UB 3000 X -= XR + 20 Y "" YR + 213: GOSUB

310e
2430 x '" XR + 2e-y = YR - 20 GOSUB 3eee x '" XR - 213 Y -= YP + 213· GOSUB

31.130
2440 HEXT I
2~e13 REM SCRI TTE SUL DI SEGNO
2S1.0 FOR XD '" NX TO MX - 131 STEP DX / l'jj,
2520 X '" «XO - NX) ••• SX) ,.. R1. + Ll + 1.13Y '" 1.: GOSUB 3ee13
2530 X$ '" LEFT$ ( STR$ <(XD - tlX) * R1 + ~~X) + "

321313: NEXT
2540 FOR YD = ~lY TO l'W - 01 STEP D'T' / N2
25513 Y '" «YD - NY) ,.. SY) * R2 + L5 + 10 X '" 1 GOSUB 30130
25613 X$ = LEFT$ ( STR$ «YD - NY) .•• R2 + NY) + " ".5) GOSUB

321210. NEXT
261313 REM TPACCI AI1ENTO CURVA
2610 DEF FN YC(XC) '" XS(1) + XS(2) .•• XC + XS(3) * xc - 2 + XS(4)

* XC ~ 3 + XS(~) t< XC '"' 4 + XS(6) .•• xc '"' 5
2620 xc '" NX YC = Frl YC(XC)
26:'0 X = (XC - NX) * SX + L1.' Y '" ('T'C - NY) ••• s·.•• + L5 GOSUB 3:0130
2640 XC := XC + IX 'T'C '" FN YC(XC)
2650 X = <XC - NX) ., 5X + L1. Y • <'T'C - t·lY) ,.. S'T' + L5
26613 IF X ) (L1. + L2) OR Y ) <L5 + L6) THEN RETURN
26713 GOSUB 31.130: GOTO 2640
30130 RHl NOVE
301.0 X '" INT (X) Y = INT (Y)
30213 PRlt·IT O$"PR_l" PRltH "M", X. ", ", Y PRINT O$"pR_e"
3030 RETURN
31.130 REM ORAW
31.113X '" WT <X) 'T' '" ItH (V)
31.20 PRINT OS"PP_1." PRINT ••D••.•Xi ", "; 'T' PRHlT D$"pR_e"
3130 RETURN
32013 REN SCRITTURA STRINGA
321.e PRINT D$"PR_1." PRltH "P";X$· PRINT O$"PR_e"
3220 RETURN

2160 PRINT "FORMATTAZIOHE DEI DATI"
2170 PRINT
23113 PRINT X MAX ";MX: PRIHT Y MAX "J MY
2320 PRINT X MIN "JNX: PRINT Y MIN "J NY- PRINT
2330 PRINT INT X "; DX: PRINT INT Y "; DY: PRINT
2340 PRINT SCALX "; SX: PRINT SCALY ";SY: PRIHT PRINT

2350 IHPUT "PREMI RETURH PER CONTINUARE "; W$: HOME
2511313 REM RICERCA FATTORI DI SCALA
25Hl MX '" - 9999: MY:= - 9999: NX "'" 9999 NY '" 9999
25213 FOR I '" 1. TO H
2530 IF X( J) < NX THEN NX := X<I)
2540 IF X(I) > MX THEN MX = X(I>
2550 IF Y( J) < IN THEN NY '" Y( J)
2560 IF Y( J) > MY THEN MY '" Y( J)
2570 NEXT
2580 DX '" MX - NX:DY '" MY - NY-SX :: 2113 / DX-5Y :: 96 / DY: RETURN

30013 REM ROUTI HE DI SEGNO SQUADRATURA
313:113 FOR I '" :2 TO 2713 STEP 21: HPLOT L 0 TO L 157: NEXT
31132121FOR I '" 13 TO 157 STEP 24: HPLOT 2. I TO 279, I: HEXT
33013 REM DISEGNO PUHTI
33113 FaR I '" :1 TO N:X;':: (X<I> - NX) ••• SX + 2.5 Y;':: '" 156_ 5 - (Y(I

) - NY) ••• 5Y
3:320 HPLOT X% - 2. Y;':: - 2 TO X% 2. Y% + 2
3330 HPLOT X;.:: - 2. Y;':: + 2 TO X% 2. Y% - 2 NEXT
34013 REM TRACCI ATO CURVA
341.0 IX '" OX -/ 30:LX '" DX / 5:LY '" OY / 4
3420 X;.:: :: 2 S:Y;':: '" 156_ 5 - ( FN Y(NX) - NY) ••• $Y
3430 HPLOT X;.::.Y;'::
3448 FOR X :: HX TO NX + OX STEP IX
3450 X;.:: '" <x - NX) ••• SX + 2.5: Y;':: '" 1.56. 5 - ( FN Y(X) - N'T') * SY
3460 I F Y;':: < 0 OR X;':: ) 279 THEN 35013
3470 HPLOT TO x;.::, yr,: - NEXT X
35130 REM SCRITTE DI RIFERIMENTO
3510 HOf1E FOR K '" a TO 6:A$ '" LEFT$ ( STRS (NX + K ,.. LX) + "

".4)
3529 VTAB (21) HTAB «K + 1) ,.. 6 - 5): PRINT A$: NEXT K
3530 VTAB (22): PRINT "VALORE YMIN " .•NY;" INTERVALLO Y "; LY
3549 VTAB (24): INPUT "RETURN PER CONTINUARE ";W$: GOTO :200

11313 REM INIZIALIZ2AZIONE DEL PROGRAt1MA
1113 CLEAR DIM X(30), "'(3:13), 5(34): E "" 2. 71.828183
1213 L$ • ,,----------------------------------------"
1.313 HOME VTAB (12): PRINT " PROGRAMMI DI REGRESSIONE"
1413 VTRB (29); INPUT " QUANTE COPPIE DI NUMERI "; N
1513 HOME PRINT L$;: PRINT •• IMMISSIONE DATI
1613 PRINT" IO; N;" COPPIE DI NUMERI PRINT L$
1713 FQR I :: 1. TO N: PRINT "X("; I; "), V("; I; ")
1813 ,INPUT " ";X(I.),Y<I): GOSUB 1131313:NEXT
2ee TEXT HOME PRINT Li:: PRINT " SCEGLI LA REGRESSIONE DE5IDER

AlA ": PRINT L$
21e PRINT 1.- REGRESSIONE LINEARE": PRINT
2213 PRINT 2- REGRESSIONE ESPONENZIALE (BASE E)": PRINT
23:13 PRINT 3- REGRESSIONE LOGARITMICA" ~ PRIHT
2413 PRINT 4- REGRESSIONE ESPONENZIALE": PRINT
2513 PRINT ~- IMMISSIONE NUOVE COPPIE DI VALORI": PRINT
260 PRINT 9- FINE" - PRINT PRINT LS: INPUT IO, SS
280' IF VAL (SS) '" 9 THEN HOME END
282 IF VAL (SS) < 1. OR VAL (SS) > 5 THEN 200
284 IF VAL (SS) '" 5 THEN 1.00
2913 ON VAL (5$) GOSUB 1.Se0.1.6e0. 17ee. 1.8013
3:130 G05UB 250e: G05UB 20ee: HGR HCOLOR- 3:: GOTO 3eee
1.ae0 REM SUBROUTI NE CALCOLO DAT I
1.01.0 5(1.1.) 5(11) + X( I) * Y( I): REM SUt1(X*Y)
1.020 5(12) 5(1.:2) + X( I)'" LOG (Y( I»: REM SUM (X*LN(Y»
1.03:0 5(13:) 5(1.3) + LOG (X( I» * Y( I): REM SUM (LN(X).Y)
1134135(1.4) 5(1.4) + LOG (X(I». LOG (Y(I»: REM SUM (LN(X)*L

N(Y»
:11.00 5(21.) 5(21.)
1.:11.0 5(22) 5(22)
1.120 5(23:) 5(23:)
11.30 5(24) 5(24)
12ee 5(31) ::l 5(31.)
1.210 5(32) = 5(32)
1220 S(33) '" 5(33)
1230 5(34) 5(34)
1290 RETURN
1500 REM L I NEARE
1~10 Si ., 5(11.): 52 '" S(21) :53 "" 5(23) :S4 5(3:1): 55 = SCn): GOSUB

1900
1520 DEF FN Y(X) '" Cl ••• X + C2: RETURN
1600 REM ESPONENZIALE (BASE E)
1.61051 = 5(1.2):52 '" S(21):S3 :IlI S(24):S4 '" 5(31.):S5 = S(34): GOSUB

1gee
1628 C2 '" E '"' C2: DEF FN Y(X) '" C2 >te E '"' (C1 >te X): RETURN
1.700 REM LOGARI TMI CA
171.0 Si • 5(13) :52 '" S(22) :S3: = S(23:) :54 '" S(3:2) :55 '" 5(33): GOSUB

1gee
1720 DEF
1.800 REM
1.81.0 Si '"

1900
1.820 C2 ••• E - C2: DEF FN Y(X) :IlI C2 ,.. X '"' C:1: RETURN
1900 REM VALORI COt1UNI
19:10 56 "" (52 ,.. 53) / N:S7 '" (52 '"' 2) / N:58 = (53 '"' 2) / N
19213 C:1 '" (Sl - 56) / (54 - 57):C2 "" (53/ N) - Cl * (52/ N)
1930 R ••• «51 - 56) '"' 2) / «54 - 57) >te (55 - 58»: RETURN
2000 REM STAMPA DAT I
20113 HOME PRINT ''l'', TAB( 5)"X(I)"; TAB( 1.S)"Y(I)": PRIHT
2020 FOR I - 1 TO N: PRINT I; TAB( 5)X(I)J TAB( 1S)Y(I): NEXT
2830 PRINT PRINT "CURVA DI REGRE5SIONE": PRINT
2100 IF VAL (5S) 1. THEN PRINT "Y "; Cl; ".X + "J C2
21.10 IF VAL (SS) '" 2 THEN PRINT "Y = "; C2; "*E'"'("; C1.; ".X)"
21.20 IF VAL (SS) '" 3 THEN PRINT "Y '" "J C2;" - "J Cl; •••••LOG(X) ••
2130 IF VAL (SS) '" 4 THEN PRINT "Y '" ";C2; "*X'"''';C1.
21413 PRINT PRINT "COEFF. DI DETERM. R'"'2 = "; R: PRINT
2150 PRINT PRINT INPUT "PREMI RETURN PER CONTINUARE "J WS: PRINT

Figura 5 Lisfing del Programma Curve di Regressiolle. 1/ programma si diride in
due pani. La prima. esdusi\'anwllfe /11afemmica.fornisce la l'un'a di regressione e il
coeffìdeJ1f(' di determina::ione_ La seconda. dalla ri!:o 2150 in poi,fonliscl' la "isuali::-
::a::im1l' '-Il mOllitor_

l'iKura8 - Lisfing Programma di Regressione Polinomiale_ TraHal1dosi di Wl pro-
gramma molto generali::::ato. l'a curata panicolarmenfe lo {ase di immissione dati.
Immissioni 1l0l1l'orreHe, pOfrehhero produrre gra/ìà nonl'o;"prl'l1sihili. oppure hlol'-
care il programma_
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Regressione Polinomiale con il metodo dei minimi quadrati
Il metodo più comunemente usato per le regressioni polinomiali è quello dei minimi
quadrati con il procedimento detto "delle equazioni normali", che si adotta soprattut-
to quando la forma assunta dai punti osservati consente di scegliere a priori il tipo
della funzione interpolatrice, o, almeno, di scartare a priori alcuni tipi più semplici.
Questo metodo tende a minimizzare la somma dei quadrati degli scostamenti dei
singoli punti osservati dalla curva teorica interpolatrice, ossia a rendere nulle tutte le
derivate parziali prime di tale somma rispetto ad ognuno dei coefficienti del polino-
mio di interpolazione.
Scelta, per una serie di K termini, la solita funzione del tipo Y =
a +a *X +a, *X2+ ... +aK *XK dobbiamo cercare, mediante un sistema di equazioni i
c~effi~ienti a~, al' a" ... al<,del polinomio.
Si è già detto che if metodo tende a minimizzare i quadrati degli scarti €I' quindi
possiamo dire che: ,
f(al, a" aj' ... aK)= ~ [2i = minimo
dove - . ,= j
[j = [(X.) = Y(X) - Yi [i= l,N)
sapendo che:
Y(X) = ao+aj*Xj+a/Xj2+ ... +aK*XKi . . . . . ..
Questo significa rendere nulle tutte le derivate parziali rispetto al coefficlentl del
polinomio e perciò ~ =0 ~ =0 ~ =0

8ao 8al 8aK

8f O "'Y *N *"'X aN*"'XN
j-~- = --> L. . = ao + al L. j+"'+ L.uao I

mule matematiche risolutive con le quali
si trovano i coefficienti A, B necessari per
determinare le curve di regressione nei
quattro casi esaminati.

Per la cronaca abbiamo tratto tali for-
mule dal libretto di Programmi Applica-
tivi dell'HP 25, che le presenta in maniera
molto adatta per una rapida traduzione
in BASIC.

Poiché i quattro casi in esame (regres-
sione lineare, regressione esponenziale in
base e, regressione logaritmica, regres-
sione esponenziale) sono sostanzialmen-
te simili, abbiamo realizzato un pro-
gramma unico (listing in figura 5).

Durante l'input vengono direttamente
calcolati e caricati negli accumulatori S
(I) i valori delle grandezze necessarie al
calcolo. Terminato l'input delle N coppie
di valori, il programma chiede quale cur-
va si intende calcolare e, indicata l'opzio-
ne, esegue una delle piccole subroutine
(righe 1500, 1600, 1700, 1800) per la de-
terminazione dei valori SI... S8 che per-
mettono il calcolo dei coefficienti A,B e
del coefficiente di determinazione R~2
della curva.

Dal punto di vista analitico, il pro-
gramma finisce qui.

Premuto il tasto RETURN inizia la

e poiché

parte relativa alla visualizzazione dei da-
ti sul monitor APPLE Il.

Questa seconda parte si divide in varie
fasi, distingui bili sul listato dai RE-
MARKS.
I - Formattazione dei dati output
tramite la solita ricerca di massimo e mi-
nimo vengono trovati i dati necessari per
la formattazione e che vengono visualiz-
zati. Tramite questi dati è possibile tra-
durre i valori teorici della curva in valori
visualizzabili sul monitor.
2 - Squadratura del disegno
viene tracciata una quadrettatura per fa-
cilitare la lettura dei valori di interpola-
zione.
3 - Scrittura valori di riferimento
con gli stessi coefficienti di traduzione
trovati per la formattazione del disegno
si calcolano i valori di riferimento della
quadrettatura e quindi del grafico. Que-
sti valori vengono scritti in basso rispetto
al disegno.
Questo sistema è molto rudimentale e
quindi suggerisco, a chi volesse trascrive-
re il programma, di modificare la routine
in funzione sia del software che possiede
per tracciare scritte alfanumeriche anche
sulla pagina HGR2, sia in funzione del
tipo di dati da rappresentare.

Computer Grafica A""UCflln

4 - Disegno dei punti
sulla squadratura vengono tracciati i
punti (individuati da crocette) rappre-
sentanti i valori empirici della regressio-
ne.
5 - Disegno curva
la curva dal punto di vista analitico è
definita dall'istruzione DEF FNY (X). I
valori di Y trovati nel loop della X ven-
gono, anche questi, tradotti in coordina-
te schermo (tramite i coefficienti di for-
mattazione di cui abbiamo tanto parla-
to).

Ora, esaminando il grafico, si può sia
valutare quanto la curva approssima i
dati sperimentali, sia determinare i valori
teorici della curva.

Anche esaminando il listato del pro-
gramma si può valutare quanto sia più
difficile risolvere il problema della for-
mattazione del disegno, della sua squa-
dratura e del tracciamento delle scritte di
riferimento rispetto al disegno puro e
semplice della curva.

Anzi quest'ultimo, una volta ·definita
con l'istruzione DEF FNY (X) la funzio-
ne da visualizzare, è facile la realizzazio-
ne tramite un loop sulla X.

La difficoltà maggiore è invece quella
di combinare opportunamente la for-
mattazione del disegno con il traccia-
mento delle scritte di riferimento. Questo
perchè, essendo il programma generaliz-
zato, non si sa a priori né il tipo dei valori
che saranno immessi, né la loro unità di
misura, né la loro entità, né il loro inter-
vallo, (cioè posso utilizzare il program-
ma per esaminare l'andamento di un fe-
nomeno nel corso degli anni, o al limite,
per valutare l'errore di lettura del braccio
di un giradischi).

Nelle applicazioni pratiche, dove il
programma viene realizzato in un campo
specifico, il problema della formattazio-
ne può essere risolto una volta per tutte,
magari utilizzando carta con prestampa-
ta la quadrettatura e le scritte di riferi-
mento.

In tal caso il programma avrà una co-
stante di Scaling predeterminata con la
quale dovrà tracciare solo la curva.

Il programma (vedi output in figura 6),
riesce a rendere chiaramente sul monitor,
l'andamento della curva rispetto ai punti
corrispondenti ai valori sperimentali.

Certo, però, per una utilizzazione del
grafico anche per valutare i valori teorici
della curva è indispensabile una uscita su
carta.

la soluzione di questo sistema di K + I equazioni ci permetterà di trovare i K + I
coefficienti (ao' al' a2, ... , aK) del polinomio cercato di grado K.

52

La Regressione Polinomiale

Il secondo programma calcola la curva
di regressione polinomiale, di grado N-
simo. Ovvero date M coppie di valori
empirici, vogliamo trovare i coefficienti
a,b,c, .... della equazione Y = a + b*x +
c*x ~2 + d*x ~3... che permette la miglio-
re approssimazione dei risultati speri-
mentali.

Questo secondo programma ha una
uscita su plotter che ci permette di com-
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pletare il "discorsetto" sui problemi che
si incontrano nel preparare un'uscita
grafica (su plotter o su monitor) di una
data funzione, eventualmente dotata di
scritte, di scale di lettura, ecc. Anzi è
molto più pesante la programmazione
delle parti "accessorie" del disegno, che
non il semplice tracciamento della fun-
zione.

In generale è consiglia bile preparare a
tavolino il progetto del disegno.

Ad esempio dovendo prevedere una
uscita su plotter del programma di regres-
sione polinomiale abbiamo fatto uno
schizzo di come va organizzata l'uscita (fi-
gura 7).

Le grandezze che vanno definite per spe-
cificare il formato del disegno sono ben 8:
L( I) - è la grandezza da riservare per la
zona scritte nella scala verticale.
L(2) - è la larghezza totale della zona
disegno. Ovviamente L( l) + L(2) deve
essere minore della larghezza della carta
su cui disegnare.
L(3) - è la larghezza entro la quale far
ricadere i dati empirici della regressione.
In particolare se si tratta di una interpo-
lazione, ovvero dobbiamo valutare valo-
ri teorici interni ai valori empirici, porre-
mo L(3) = L(2). Altrimenti se dobbiamo
fare una estrapolazione, cioè con valori
teorici esterni ai valori empirici, L(3) sa-
rà una frazione di L(2).
L(4) - è l'intervallo della scala, rappre-
senta il passo della quadrettatura.
L(5), L(6), L(7), L(8) sono i corrispon-
denti valori nella direzione verticale.

Va qui notato, e vale anche per il pro-
gramma Pfecedente, che non c'è nessun
legame dimensionale tra variabile indi-
pendente, quella che va riportata sull'as-
se X, e quella dipendente, che va sull'asse
della Y.

Questo significa che non è necessario,
per formattare il disegno, utilizzare una
unica scala di trasformazione tra X e Y,
ma il programma le può scegliere indi-
pendentemente l'una dall'altra.

Anche questo programma si può divi-
dere in due parti indipendenti.

La prima parte consiste nella ricerca
analitica della curva che avviene attra-
verso van passI:
I immissione delle coppie di valori speri-
mentali,
2 scelta del grado del polinomio,
3 ricerca del polinomio con il già ricor-

Figura 9 - OUlPUI su
ploller del Programma di
Regressione Polinomiale.
Il programma moslra sia
i punti corrispondenti ai

valori empirici. sia lo
curva di regressione. Se
l'ordine del polinomio è

pari al numero dei punti
immessi meno uno. lo
curva passa per 1Ulli i

pUll1i.

dato metodo dei midimi quadrati.
Da un punto di vista matematico, l'ap-

plicazione del metodo dei minimi qua-
drati comporta la soluzione di un sistema
di equazioni. Il numero di equazioni del
sistema è pari al grado del polinomio più
uno che si vuole ottenere (vedi riquadro).

Nel programma tra le righe 500 e 600
vengono calcolati i coefficienti da inseri-
re nel sistema di equazioni. mentre la so-
luzione è calcolata nella subroutine della
riga 700.

La seconda parte del programma con-
siste nella visualizzazione della curva in
un opportuno sistema di riferimento.

Anche qui sono facilmente individua-
bili i passi successivi, seguiti per la deter-
minazione prima dei coefficienti di for-
mattazione, poi per il disegno della squa-
dratura, per il tracciamento dei valori di
riferimento, per il disegno dei punti cor-
rispondenti ai valori sperimentali ed infi-
ne per il disegno della curva vera e pro-
pna.

In figura 9 vediamo un esempio di out-
put su plotter del programma. Sono stati
immessi 4 punti ed è stata scelta una cur-
va del 3° ordine. In tale caso (quando cioè
il grado del polinomio è pari al numero
dei punti meno uno) la curva determinata
passa per tutti i punti. In figura lO vedia-
mo due output ottenuti con gli stessi va-
lori empirici. I due disegni sono differenti
sia perché sono stati immessi valori
L( l ).... L(8) di formattazione differenti,
sia perché nel primo caso abbiamo un
polinomio di 5° grado e nel secondo di 3°
grado.

Va comunque tenuto presente che il

programma richiede una immissione di
dati coerenti. Ovvero in caso di dati im-
messi casualmente si possono presentare
curve fuori scala con conseguente blocco
dell'esecuzione.

Questo succede anche perché i valori di
formattazione del disegno sono determi-
nati elaborando i dati immessi inizial-
mente e non la curva calcolata.

Si può comunque migliorare l'affida-
bilità del programma, prevedendo un
calcolo preventiv·o delle coppie di valori
X, Y desunti dalla curva teorica, il loro
caricamento su una matrice e l'esecuzio-
ne della routine di formattazione sui va-
lori cosÌ immagazzinati.

Nessuna difficoltà, invece, come ab-
biamo più volte visto, nel prevedere l'u-
scita su plotter.

Tutti i comandi plotter utilizzati (MO-
VE;DRA W, PRINT) sono collocati nel-
la subroutine delle righe 3000, 3100,
3200.

Chi non ha il plotter può sostituire a
queste routine le corrispondenti routine
per la visualizzazione su monitor.

A tale scopo è opportuno vedere lo
specchietto di "traduzione" pubblicato
nell'articolo sul numero scorso.

Il plotter da noi utilizzato è, come al
solito, il Digiplot della Watanabe, che ha
l'indiscutibile pregio di offrire prestazio-
ni interessanti per un prezzo decisamente
contenuto; aspetto fondamentale per un
hobbysta o un professionista che non vo-
glia o non possa fare un grosso investi-
mento.

Francesco Petroni
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Figura IO - Due OlllPUI su carta del Programma di Regressione Polinomiale. DOli 6 punIi vengono calc'olati e l'islWIi::Uli due polinomi di regressione del 5° e del 3° grado.
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